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THEORTA 
COMBINATIONIS OBSERVATIONUM 
ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAE. 


PARS PRIOR. 


1. 

Quantacunque cura instituantur observationes, rerum naturalium magnitu- 
dinem spectantes, somper tamen erroribus maioribus minoribusve obnoxiae ma- 
ment. Errores obsorvationum plerumquo non sunt simplices, sed e pluribus fon- 
bus eimal originem trahunt: horum fontium duas species probe distinguere opor- 
tet. Qunedam errorum caussae ita sunt comparalae, ut ipsarum effectus in qua- 
ibet observatione a eircumstantiis varlabilibus pendeat, inter quas et ipsam ob- 
servationem nullus nexus essentialis coneipitur: errores hine oriundi irregulares 
seu fortuiti vocantur, quatenusque illae eircumstantiae calculo subilci nequeunt, 
idem etiam de erroribus ipsis valet. Tales sunz errores ab imperfectione sensuum 
provenientes, nec non a caussis extraneis irregularibus, e.g. a motu tremulo aeris. 
Yisum tantillum turbante: plura quoque vitia instrumentorum vel optimorum huc 
trahenda sunt, e. g. asperitas partis interioris libellularum, defectus firmitatis ab- 
solutae eic. Contra aliae errorum caussae in omnibus observationibus ad idem 
‚genus relatis natura sun effectum vel absolute constantem exserunt, vel saltem ta- 
lem, cuius magnitudo secundum legem determinatam unice a circumstantüs, quao 
tamquam essentialiter cum observatione nexae spectantur, pendet. Huiusmodi 
errores vonstantes seu regulares appellantur. 

(Ceterum perspicuum est, hanc distinetionem quodammoda relativam esse; 
et a sensu latiore vel arctiore, quo notio observationum ad idem genus pertinen- 
itur, pendere. _E.g. vitia irregularia in divisione instrumentorum ad 

1. 
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angulos mensurandos errorem constantem producunt, quoties tantumnıodo de ob- 
servatione anguli determinati indefinite repetenda sermo est, siquidem hie sem- 
isiones vitiosae adhibentur: contra error ex illo fonte oriundus tam- 
peetari potest, quoties indefinite de angulis euiusvis magnitudi- 
nis mensurandis agitur, siquidem tabula quantitatem erroris in singulis divisioni- 
bus exhibens non adest. 









2. 

Errorum regularium consideratio proprie ab institato nostroexehuditur... Sci 
licet observatoris est, omnes caussas, quae errores constantes producere valent, 
sedulo investigare, et vel amovere, vel saltem earum rationem et magnitudinem 
summo studio perscrutari, ut effectus in quavis observatione determinata assignari. 
adeoque haec ab ill liberari possit, quo pacto res eodem redit, ac si error omnino, 
non afuisset. Lange vero diversa est ratio errorum irregularium, qui natura sun 
aleulo subiici nequeunt. Hos itaque in observationibus quidem tolerare, sed 
eorum effectum in quantitatss ex observationibus derivandas per scitam harum 
(ombinationem quantum fieri potest extenuare oportet. Cui argumento gravissimo 
sequentes disquisitiones dicatae sunt. 





3. 

Erroron obsorvationum ad idem genus portinentium, qui a caussa simplici 
determinata oriuntur, per rei naturam certis Jimifihus sunt circumseripti, quos 
sine dubio exacto assignare liceret, si indoles ipsius cnussae pemitus onset perspecta. 
Pleraeque errorum fortuitorum caussae ita sunt comparatae, ut secundum. legem 
oontinuitatis omnes errores intra istos limites comprehensi pro possibilibus haberi 
debeant, perfectaque caussae cognitio etiam doceret, utrum omnes hi errores ne- 
quali failitate gaudeant an inacquali, et quanta probabilitas relativa, in cast po- 
steriore, cuivis errori tribuenda sit. ade etiam respectu erroris totalis, e plu- 
ribus erroribus simplicibus conflati, valebunt, puta inelusus erit certis Himitibus, 
(quorum alter aequalis erit aggregato omnium limitum superiorum partialium, 
alter aggregato omnium limitum inferiorum); omnes errores intra hos limites pos- 
sibiles quidem erunt, sed prout quisque infinitis modis diversis ex erroribus par- 
(ialibus componi potest, qui ipsi magis minusve probabiles sunt, alii maiorem, 
alli minorem facilitatem tribuere debebimus, eruique poterit lex probabilitatis re- 
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Iativae, si leges errorum simplichum coguitae supponuntur. salvis diffeultatibus 
analyticis in eolligendis omnibus combinationibus 

Exstant utique quacdam errorum caussae. quae crrores non secundum le- 
gem continuitatis progredientes, sed diseretos tantum, producere possunt, quales 
sunt errores divisionis iustrumentorum, (siquidem illos erroribus fortuitis annu- 
‚merare placet): divisionum enim multitudo in quovis instrumento determinato est 
finita. Manifesto autem, hoc non obsiante, si modo non omnes erroram caussae 
errores diseretos producant, complexus omnium errorum totalium possibilium con- 
stituet seriem secundum legem continuitatis progredientem, sivo plures eiusmodi 
series interruptas, si forte, omnibus erroribus diseretis possibilibus secandum 














magnitudinom ordinatis, una alterave iflerentia inter binos terminos proximos 
maior evadat, quam differentia inter Iimites errorum totalium, quntenus e:solis 


erroribus contin 
habebit, nisi di 


demanant. Sed in praxi casus posterior vix umguam locum 
io vis orassioribus Iaboyet. 








er 

Designando facilitatem relativam errpris totalis . "in determinato observa- 
onum genere, per characteristicam 92, hoc, propter errorum continuitatem, ita 
elligendum erit, probabilitatem erroris inter limites infinite proximos 2 ct 
54+dz esse =g2.de. Vix. ac ne vix quidem, umquam in praxi posibile 
erit, hanc funotionem a priori assignare: uihilominus plura generalia cam spectan- 
Hin stabilire possunt, que deinceps proferemus. Obrium est, fünctionem = 
eatenus ad functiones discontinuas referendam esse, quod pro omnibus valoribus 
ipsius x extra limites errorum possibilium incentibus esse debet = 0; intra 
os limites vero ubique valorem positivum nanciscetur (omittendo casum, de quo 
in fine art. praec, loeuti sumus).“ In plerisque casibus errores positivos et nc- 
gativos eiusdem magnitudinis aequo faciles supponere licebit, quo pacto erit 
+(—a) = 2. Porto quum errores leviores facilius committantur quam gra- 
viores, plerumgue valor ipsius 92 erit maximus pro # = 0, continuague do- 
erescet, dum # augetur. 

Generaliter nutem valor integralis [pz.da, ab» —a unge ad 2—b 
extensi exprimet probabilitatem, quod error aliguis nondum cognitus iaceat in- 
ter limites a et b. Valor itaque istius. integralis a limite inferiore omnium erro- 
Etquum gz 








pro omnibus valoribus ipsius = extra hos limites iacentibus semper sit — 0, ma- 
nifesto etiam 

valor integralis gx.dr ab 2 = —0o usque ad 2 = +00 extensi sem- 
per fü 





5. 
Consideremus porro integrale [zp2.dz inter eosdem limites, cuius valo- 
rem statuemus = k. Si omnes errorum caussae simplices ita sunt comparatae, 
ut nulla adsit ratio, cur erroram aequalium scd signis oppositis affectorum alter 
facilius producatur quam alter, hoo otiam respectu orroris totalis valebit, sive erit 
Ha) =gx, et proin necessario k Hine colligimus, quoties k non eva- 
nescat, sed e. g. sit quantitas positiva, necessario adesse debere unam alteramve. 
errorum eaussam, quae vel errores positivos tantum producere possit, vel corte 
positivos facilius quam negativos. Haecoe quantitas k, quae revera est medium 
omnium erroram possibilium, seu valor medius ipsius =, commode diei potest 
erroris pars constans. Ceterum facile probari potest, partem constantem erroris 
totalis aequalem esse agiregato partiuy constantium, quas continent errores € 
singulis caussis simplicibus prodeuntes. Quodsi quantitas & nota supponitur, 
a quaris observatione resecatur, errorque observationis ita correctae designatur 
per =, ipsiusque probabilitas per gr, erit «= r—k, g7 = 9x ac proin 
jerz.de = fep2.de—fkon.de—k—k— 0, ie. erores obserrationum 
oorrectarum partem constantem non habebunt, quod et per se clarum est. 























6. 
Perinde ut integrale fz9x.d, seu valor medins ipsius 2. erroris con- 
stanti vel absentiam vel praesentiam et magnitudinem docet, integrale 


fsrre.dr 


ab 2=—00 usque ad 2= +00 extensum (seu valor medius quadrati za) 
apissimum videtur ad incertitudinem observationum in genere definiendam et di- 
metiendam, ita ut e duobus obseryationum systematibus, quae quoad errorum fa- 
äilitatem inter se diferunt, ene praecisione praestare censeantur, in quibus inte- 
grale fz242.de valorem minorem obtinet. Quodsi quis hauc rationem pro ar- 
bitrio, mulla cogente necessitate, electam esse obilciat, lubenter assentiemur. 
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Quippe quaestio haec per rei naturam aliquid vagi implicat, quod limitibus cir- 
cumscribi nis per prineipium aliquatenus arbitrarium nequit. Determinatio ali- 
uius quantitatis per observationem errori maiori minorive obnoxiam, haud 
epte comparatur Judo, in quo solae iaeturae. Tucra nulla, dum quilibet error me- 
tuendus iacturac afinis est. Talis Iudi dispendium aestimatur © iactura proba- 
bili, puta ex aggregato produetorum singularum iacturarum possibiliuim in pro- 
babilitates respectivas. _Quantae vero incturae quemlibet observationis errorem 
aequiparare conveniat, ncutiguam per se elarum est; quin potius hace determi- 
natio aliqua ex parte ab arbitrio‘nostro pendet. Iacturam ipsi errori aequalem 
statuere manifesto non licet; si enim errores positivi pro inoturis aceiperontur, ne- 
gativi Iuera repracsentare deberent. Magnitudo iacturae potius per talem errori 
functionem exprimi debet, quae natura sua semper fit positiva. Qualium functio- 
num quum varietas sit infinita, simplicissima, qune hac proprietate gaudet, prae 
ceteris eligenda videtur, quae absque lite est quadratum: hoc pacto principium 
supra prolatunı prodit. 

IN. Larıscr simili quidem modo rem consideravit, sed errorem ij 
per positive acceptum tamquam jacturae mensuram adoptavit. At ni fallimur 
haecce ratio saltem non minus arbitraria est quam nostra: utrum enim error du- 
lex aeque tolerabilis putetur quam simplex bis repetitus, an aegrius, et proin 
momentum duplex tantum, an maius, 
buere. quaestio est neque per se clara, neque demonstrationibus mathematicis 
deeidenda, sed libero tantum arbitrio remittenda. Practerca negari non potest, 
ista ratione continuitatem lacdi: et propter hanc ipsam caussam modus ille tracta- 
ioni analyticae magis rofragatur, dum ea, ad quae principium nostrum perducit, 
‚mira tum simplicitate tum generalitate commendantur. 























7. 
Statuendo valorem integralis [argz.dz ab == —0o usque ad =: 
extensi = mm, quanlitatem m vocabimus errorem medium metuendum, sive sim- 
pliciter errorem medium observationum, quarum errores indefiniti = habent pro- 
babilitatem relativam gz2. Denominationem illam non ad obsorrationes imme- 
diatas limitabimus, sed otiam ad determinationes qualescungue ex observationi- 
bus derivatas extendemus. Probe autem cavendum est, ne error medius confun- 
datur cum medio arithmetico omnium errorum, de quo in art.$ locuti sumus. 
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Ubi plura obserrationum genera, seu plures determinationes ex observa- 
tonibus petitae, quibus haud cadem praccisio concedenda est, comparantur. pon- 
dus carum relativum nobis erit quantitas ipsi mm reciproce proportionalis, dum 
praccisio eimpliciter ipsi m reciproce proportionalis habetur. Quo igitur pondus 
per numerum exprimi possit, Pondus certi observationum generis pro unitate ac- 
(optum esse debet. 


Di 
Si observationum errores partem constantem implicant, hanc auferendo er- 

ror medius minuitur, pondus ct praceisio augentur. Retinendo signa art. 5, de- 

signandoque per m’ errorem medium observationum correotarum, erit 

nn [Erg .de = fo —k'gr.de = ferga.de— 2hfrgr.detkkfge.de 

mm—2kk+kk=mm—kk. 





Si autem loc partis constantis veri & quantitas alia I ab observationibus ablata 
esset, quadratum erroris medii novi eraderet = mm —2kl+-11= mim UK). 


9. 

Denotante A coöficientem determinatum, atque # valorem integralis 
Sex.dz ab » = —im usque ad 2= +im, erit 1 probabilitas, quod error 
alicuius obserrationis sit minor quam Am (sine respectu signi), nee non 1— 
probabilitas erroris maioris.quam Am. Siitaque valor 4 = } respondet valori 
Am = p, error aeque faeile infra p quam supra p cadere potest, quocirea p com- 
mode diei potest error probabilis. Relatio quantitatum A,  manifesto pendet ab 
indole functionis =, quae plerumque incognita est. Operae itaque pretium erit, 
istam relationem pro quibusdam casibus specialibus propius considerare. 

1. Si limites omnium errorum possibilium sunt —a et Fa, omnesque 
rrores intra hos Iimites neque probabiles, erit 92 inter Imiten = = —a et 
2=+a constans, et proin Hine m=ayf, necnon K—AY4, quam- 
din % non maior quam 3; denique p— my — 0,8600254m, probabilitas- 
que, quod error prodeat errore medio non maior, erit = Y4 = 0,5773503. 

I. Siut antea —a et -+a sunt errorum possibilium Jimites, errorum- 
que ipsorum probabilitas inde ab errrore 0 utrimque in progressione arithmeticn 
decrescere supponitur, erit 
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pro valoribus ipsius & inter 0 et +a 





pro valoribus ipsius 2 inter 0 et 





Hinc dedueitur m 
nique A = Y6—y(6 








Vi, = Ayi—HRN, quamdiu A estinter 0 et y8, de- 
61), quamdiu g inter 0 ct 1, ot proin 





P= m{yo—y3) = 0,7174389m 
Probabilitas erroris medium non superantis erit in hoc cası 
= Vi = 0,0198200 


MIT. Si functionem $2 proportionalem statuimus huic e-% (quod quidem 
in rerum natura proxime tantum verum esse polest), esse debebit 








wie 

denotante = semiperipheriam eirculi pro radio 1, unde porro dedueimus 
n=ht 

(V. Disquis. generales circa seriem infinitam etc. art. 28). Porro si valor integralis 
Aferär 

0 inchonti denotatur per Bz, erit 

ey) 

Tabula sequens exhibet aliquot valores huius quantitati 





x 
0,0734897 | 0, 
0,8416213 | 0,6 
‚0000000 | 0,6826895 
1.034334 | 0.7 
12815517 | 0,8 
1,6148537 |.0.0 
2,5758293 | 0,99 
32918301 | 0.999 
3.8005940 | 0,9000 
o li 
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ID 
Quamquam relatio inter A et a ab indole functionis 9x pendet, tamen 
quacdam generalia stabilire licet. Seilicet qualiscunque sit hace funetio, si modo 
ita est comparata, ut ipsius valor, erescente valore absoluto ipsius &. semper de- 
erescat, vel saltem non erescat, corto erit 
% minor vel salten non maior quam jy3, quoties x est minor quam 3; 
A non maior quam zu- 
Pro 4 $ uterque limes coineidit, puta A nequit esse maior quam y4. 
Ur hoc insigne theorema demonstremus, denotemus per y_valorem inte- 
gralis [p2.de a = —a usquead z= +2 extensi, quo pacto y erit proba- 
bilitas, quod error aliquis contentus sit intra limites —2 et Fr. Porro sta- 
tuamus 


„ quoties 1 est maior quam }. 








eg. Ay 
Erit itaque 40 = 0, nee non 








Hr 
quare per hyp. {y ab y=0 usquead y=1 semper erescet, 
decroscet, sive, quod idem est, valor ipsius $'y_sempor erit positiv 
tem non negativus. Porro habemus d.yyy = #y.dy-Hyf'y.dy, adeoque 


ir =hrry-dy 


ren 














m 
quantitas positiva unitate minor. Sit f eius valor pro y=p, i. e. quum ha- 
beatur Hp —Am, sit 
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Quare quum Zy, aucta ipen y, continuo cresent (altem non deerescat, quod sem- 
per subintelligendum). ’y vero oonstans sit, diferentia {y—Fy = "#79 
erit positiva pro valoribus ipsius y maioribus quam a. negativa pro minoribus, 
Hinc facile eolligitur, 4y—Fy_semper esse quantitatem positivam., adeoque 
49 semper erit absolute maior, saltem non minor, quam Fy, certe quamdiu 
valor ipsius_ Fy est positivus. i.e. ab y=pf usque ad y=1. Hine valor 
integralis [(Fy'dy ab y= uf usque ad y=1 erit minor valore integralis 
S@9)°y inter eosdem Iimites, adeoque a potiori minor valore huius integralis ab 
y=9 wquead y=1, qui fit = mm. At valor integralis prioris invenitur 





















/!, abi f est quantitas inter 0 


unde colligimus, AA esse minorem quam "rl: 
ulus differentiale, si f tamquam 


alor fractionis Intl" 
@t 1 incens. Iam valor fracionis IRA 


quantitas variabilis consideratur, At 
A a HuNds 
eontinuo deeresit, dum f a valore 0 usque ad valorem 1 transit, quties ı mi- 
nor est quam }. adeoque valor maximus possibilis erit is, qui valori f= 0. re- 
spondet, puta = Zap. ita ut in hoc casu A certo fiat minor vel non maior quam 
#V3.Q.E.P. Contra quoties 1 maior est quam }. valor istius fractionis erit. 
maximus pro 2—3u uf 0, i.e.pro f: i 
adcoque in hoc casu A non maipr quam zz. 
Itac. g. pro p=# certo % nequit'esse maior quam Y}, i. 















error pro- 
babilis superare nequit limitem 0,9060254m, cui in exemplo primo art. aequn- 
lis inventus est. _Porro facile e theoremate nostro conchuditur, u non esse mino- 


rem quam Ay, quamdiu A minor sit quam y}. contra p non esse minorem 


uam 1-45. pro valore ipsius A maiore quam 4. 





1 
Quum plura problemata infra tractanda oiam cum valore integralis 
fe'gr.da nexa sint, operac pretium erit, cum pro quibusdam casibus speciali- 
2. 
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bus evolvere. Donotabimus valorem hulus integralis ab = — —co usque ad 






TI. In casu secundo art.6, ubi 7x 
ver ha, ft yo, 
HIT. In cası tertio, ubi 








” 
inrenitar pr en, quo incommentatlone supracitta exponuntar. a 

Ceterum domonatrari peest, valorem Ipalas © corto nan oma minorem 
qnam 1, ai modo supposti art. pracc. Iocam haben 





. 

Denotantibus x, «, # etc. indefinite.errores observationum 
ris ab invicem independentes, quorum probabilitates relativas expri 
characteristica q; nec non y functionem datam rationalem indetert 
2.8, 2° etc.: Integrale multiplex (1) 


Ser-g.gr.....de.de.dar... 








extensum por omnes valores indetorminatarum x, x, 2’, pro quibus 
9 eadit intra limites datos 0 et }, exprimet probabilitatem valoris ipsius 9 ihdo- 
fnite intra 0 ct y siti. Manifesto hoc integrale orit funetio ipsius 7. cuitıs dif- 
ferentiale statuemus —$n.dy, ita ut Integrale ipsum flat nequale integrali 
Fen.dn ab 70 incepto. Hoc pacto simul eharacteristica 4 probabilitatem 
Telativam euiusvis valoris ipsius y exprimere censenda est. Quum 2 consi 
possit tamguam fünetio indeterminatarum ‚y. x 2" etc., quam statnemus 


WER...) 

















integrale (1) fiet 
=fesw.n... 


wbi y extendi debet ab y=0 usquead y= n. indeterminntae reliqune vero, 
per omnes valores, quibus respondet valor realis ipsius fly, &,a°....). Hinc 





ge... dy.de.det 
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erw. re 
integratione, in qua y tamquam constans considerari debet, extensa per omnes 
valores indeterninatarum =, #ete., qui ipsi fly, 2"....) valorem realem 
eonciliant. 
". 


Ad hane integrationem reipsa exsequendam eognitio functionis 9 require- 
retur, quae plorumque incognita est: quin adeo, otiamsi hace fünctio cognita es« 
set. in plerisque easibus integratio vires analyscos superaret. (use quum it 
sint, probabilitatem quidem singulorum valorum ipsins y assignare non poterimus: 
at secus res se habcbit. si tantummodo desideratur valor medius ipsius y. qui 
oritur ex integratione [y4y.dy per omnes valores ipsius y, quon quidem aune- 
qui potest, extensa. Ft quum manifesto pro omnibus valoribus, quos y assequi 
nequit, vel per naturam functionis, quam exprimit (e.g. pro negativis. si esset 
yasrtertrr+ete), vel ideo, quod erroribus ipsis =, #, a" etc. certi 
Timites sunt positi, statuere oporteat 4 = 0, manifesto res perinde se habebit, 
si integratio illa extendatur per omnes valores reales ipsius y, putaab y= —oo 
sque ad y=-+oo. Iam integrale [yy.dy inter Imites determinatos, puta 
ab y=n usnquead y— 7 sumtum aequale est integrali 


Ss... 


integratione extensn ab y= m usque ad y= 1, atque per omnes valores in- 
determinatarım =, #”ote., quibus respondet valor renlis ipsius f{y. =, a". 
sive quod idem est, valori integralis 











Sven. ga.72....de.de.de 





adhibendo in hac integratione pro y eius valorem per x, 2, z’etc. expresum, 
extendendoque eam per omnes harum indeterminatarum valores, quibus respon- 
det valor ipsius y inter n et y situs. Hine colligimus, integrale fydy.dy per 

+00 extensum obtineri 





omnes valores ipsius y. ab y = —0o usquead y 
ex integratione 
Svorae.gat....de.daider.. 
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per omnes valores reales ipsarum x, #, "te. extensn, putaab = = —co us- 
quead = +0, ab #=— © usquead = +00 ete. 





1 
Reducta itaque fanctione y ad formam aggregati talium partium 


Arafat... 
valor integralis fy4y.dy per omnes valoros ipsius y extensi, seu valor medius 
ipsius y, aequalis erit aggregato partium 
Axfargr.danfatge.da x fatge.dat.... 








bi integrationes extendendae sunt ab 2 = —00 usque ad == too, ab 
— oo usque ad © ete.; sive quod eodem redit, aggregato partium 
qune oriuntur, dum pro singulis potestatibus a*, 2%, #7 ete. iptarum valores me- 
di substituuntur, culus theorematis gravissimi verjtas etiam ex aliis consideratio- 
nibus facile derivari potuisset. 





15. 
Applicermus en, quae in art. prace. exposuimus, ad casım spocialem, ubi 
Herten ee, 





E72 


denotante « multitudinem partium in numeratore. Valor medius ipsius y hie 
illico invenitur, = mm, aceipiendo characterem m in endem significatione ac 
supra. Valor verus quidem 
potest medio, perinde ac valor verus termini simpligis za: sed probabilitas quod 
Yalor fortuitus ipsius y a medio mm haud sensibiliter aberret, continuo magis ad. 
eertitudinem appropinquabit erescente multitudine 0. Quod quo clarius eluecat, 
quum probabilitatem ipsam exacte determinare non sit in potestate, investigemus 
errorem medium metuendum, dum supponimus y = mm. Manifesto per pri 
dipin art. 6 hic error erit radix quadrata voloris medii functi 

(etzrterr 





us y in cası determinato maior minorve eradere 














ad quem eruendum suficit observare, valorem medium termini tal 
(utendo character n in siguificatione art. 11), valorem medium autem termini 
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unde facillime dedueitur valor medius istius functi 








Hinc discimus, si copia satis magna errorum fortuitorum ab invicem inde- 
pendentium x, #, 2 etc. in promtu sit, magna cerlitudine inde peti posse valo- 
rem approximatum ipsius m per formulam 
yertzrsrrr cc) 








n= 
erroremque medium in hac doterminatione metuendum, respectu quadrati mm, esse 
V 


Ceterum, quum posterior formula implicet quantitatem n, si i 
ut idea qualiscunque de gradu praceisionis istius determinationis formari possit, 
suficiet, aliquam hypothesin respechu functionis 9 amplecti. E.g. in hypothesi 
tertin art.9, 11 iste error fit. Quod si minus arridet, valor approxi- 
matus ipsius n* ex ipsis erroribus adiumento formulae 

Arster 




















peti poterit. Generaliter autem afirmare possumus, praeeisionem duplicatam in 
ista determinatione requirere errorum copiam quadruplicatam, sive pondus deter- 
minationis ipsi multitudini 0 esse proportionale. 

Prorsus simili modo, si observationum errores partem constantem involvunt, 
huius valor approximatus co tutius c medio arithmetico multorum errorum coll 
poterit, quo maior horum multitudo fuerit. Et quidem error medius in hac de- 
terminatione metuendus exprimetur per 


varzu 








si’ k designat partem constantem ipsam atque m errorem medium observationum 
parte eonstante nondum purgatarım, sive simplieiter per 7%, si m denotat er- 
rorem medium observationum a parte constante liberatarum (r. art. 8). 


10. 
15 supposuimus, errores zz, z’ete. ad idem observationum 
genus pertinere, ita ut singulorum probabilitates per eandem functionem expri- 
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mantur. Sed sponte patet, disquisitionem generalem artt.12—14 aeque facile 


per 
jantur, i. e. ubi errores illi pertineant 


ad casum generaliorem extendi, ubi probabilitates errorum «, «. a’ ete. 
funetiones diversas gez, gar, Fir’ete. expri 

ad obserrationes praeeisionis scu incertitudinis diversae. Supponamus. 2 esse 
errorem observationis talis, culus error medius metuendus sit — m; nee non 
#2" etc. esse errores allarım olverrationum, quarum errores medii metuendi 
resp. sint m, m" etc. Tune valor medius aggregati zet rettete. erit 
mm-tnin-En'm-} etc. Tam si aliunde constat, quantitates m, m, m’ete. esse. 
in ratione data, puta numeris 1, a, etc. resp. proportionales, valor- medius 
expressionis 

















os 
erit = mm. Si vero valorem eiusdem exprossionis determinatum, prout fors er- 
Töres 2,2, 2’cte. offert, ipei mm aequalem ponimus, error medius, eui hase 
determinatio obnoxia manet, simili ratione ut in art. praec. invenitur 
vorı en 








FE 
ubi a, n’ete. respectu observationum, ad quas pertinent errores «, 2”ete., idem 
denotare supponuntur, atque m espectu observat we. Quodsi itaque 
numeros n, nl, n’ete. ipsis m, mi, m’etc. proportionales supponere licet, error le 
metuendus medius fit 





rn vtrh tut eie) 
Bra He + 


At hacece ratio, valorem approximatum ipsius m determinandi non est ea, 
qune maxime ad rem facit. Quad quo clarius ostendamus, consideremus expres 





sionem generaliorem 

se 
uins valor medius quoque erit = mm, quomodocunque eligantur eotficientes 
&. @’ete. Error autem medius metuendus, dum valorem determinatum ipsiu 
prout fors errores &, 2) a’ etc. 
ur per prineipia supra tradita 


montre 








offert, ipsi mm aequalem supponimus, inveni 
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Ut hie error medius fiat quam minimus, statuere oportebit 





Manifesto hi valores evolvi nequeunt, nisi insuper ratio quantitatum n, nn” otc. 
ad mm, m" etc. aliundo nota fuerit; qua cognitione oxaeta defieiente, saltem 
tutissimum videtur *), illas his proportionales supponere (fr. art.11), unde prode- 
unt valores 








eto. 





. cotfücientes da” etc. üequales statul debent ponderibus relativis observatio- 
num, ad quas pertinent errores =, a" etc., assumto pondere observationis, ad 
quam pertinet error &, pro unitate. Hoc pacto, designante ut supra o mult 
tudinem errorum propositorum, habebimus valorem medium expressionis 











mm, atque errorem medium metuendum, dum valorem fortuito determinatum 
huius expressionis pro valore vero ipsius mm adoptamus. 
ya 








et proin, 
ponere, 








quae formula identica est cum ea, quam supra pro casu observationum eiusdem 
generis inveneramus, 


1. 
$i valor quantitatis, quae ab alia quantitate incognita pendet, per observa- 





et in 0 sole car in otetae ee eochpimen, u por 
ie 1upp”ete, propomionle, ange prebabiler eetend sent, aut 





Te Er re 
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wariosun 


tionem praceisione absoluta non gaudentem determinata est, valor incognitae hine 
enleulatns etiam errori obnoxius erit, sed nihil in hac determinatione arbitrio relin- 
quitur. At si plures quantitates ab eadem incognita pendentes per observationes 
hand absolute exactas innotuerunt, valorem incognitae vel per quamlibet harum ob- 

num eruere possumus, vel per aliqu 
nem, quod infinitis modis diversis fieri potest. Quamquam vero valor incognitae tali 
modo prodiens errori semper obnoxjus manet, ‚tamen in alia combinatione maior. 
in alia minor error metuendus erit. Similiter res se habebit, si plures quantita- 
tes a pluribus incognitis sinul pendentes sunt observatae: Prout observationum 
mulitudo multitudini ineognitarum vel acque 
problema vel determinatum, vel indeterminatum, vel plus quam determinatum 
erit (generaliter saltem loquendo), et in casu tertio ad incognitarım determinatio- 
‚nem observationes infinitis modis diversis combinari poterunt. E tali combinatio- 
‚num varietate cas eligere, quac maxime ad rm faciant, i. c. quac ineognitarum 
valores erroribus minimis obnoxios suppeditent, problema sanc est in applieatione 
matheseos ad philosophiam naturalem longe gravissimum. 

In Theoria motus corporum eoelestium ostendimus, quomodo valores in- 
cognitarım mazime probabiles eruendi sint, si lex probabilitatis errorum obseı 
tionum cognita sit; et quum hace lex natura sun in omnibus fere casibus hypo- 
theticn maneat, theoriam illam ad legem maxime plausibilem applienvimus, ubi 
probabilitas erroris = quantitati exponentiali e”#* proportionalis sup) 
unde methodus a nobis dudum in caleulis praesertim astronomieis, et nune qui 
dem a plerisque enlculatoribus sub nomine methodi quadratorum minimorum us 
tata demanavit. 

Postea ill. Larzack, rem alio modo aggressus, idem prineipium omnibus altis 
etiamnun pracferendum esse docuit, quaceungue fuerit lex probabilitatis errorum. 
si modo observationum multitudo sit permagna. At pro multitudine observatio- 
ica, rcs intacta maneit, ita ut si lex nostra hypothetica respuatur, me- 
&hodus quadratorum minimorum co tantum nomine prae als commendabilis ha- 
benda sit, quod ealeuloram coneinnitati maxime est adaptata. 

Geometris itague gratum fore speramus. si in hac nova argumenti tracta- 
tione docuerimus, methodum quadratorum minimorum exhibere. combinationem 
ex omnibus opt non quidem proxime, sed absolute, quaccungue fucrit lex 
probabilitatis errorum, quaecunque observationum multitudo, si modo notionem 


lurium observationum com! 




















is, vel hac minor vel maior fuerit. 











it 
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erroris medii non ad mentem ill, Lartacz, sed ita, ut in artt. 5 et 6. nobis factum 
est, stabiliamus. 
*  Ceterum expressis verbis hic praemonere convenit, in onnibus disquisitio- 
nibus sequentibus tantummodo de erroribus irregularibus atque a parte constante 
Niberis sermonem esse. quum proprie ad perfectam artem observandi pertineat, 
omnes errorum constantium caussas summo studio amovere. Quaenam vero sub- 
dia calculator tales observationes tractare suscipiens, quas ab erroribus constan- 
bus non liberas esse iusta suspicio adest, ex ipso caleulo probabilium petere pos- 
sit, disquisitioni peculiari alia occasione promulgandae reservamun. 


IE 

Paontzua. Desiynante U funetionem datam quantitatum incagnitarum V,V", U" 
c., quaeritur error medius M in determinatiome ralorisipsius U metuendus, si pro 
P, V', U” ee, adoptentur non valores ver, sed ii, qui ex observatioibus ab ineicem 
independentihus, errorins mediis m, m‘ m’ te. resp. obnosüs prodeumt 

Sol. Denotatis eroribus in valoribus obfersatis ipsarım  F, 7’, 
per e. €, e'etc., error inde redundans in valorem ipsius U exprimi poterit per 
functionem lincarem 





eie, 





KetketXe+ etc. = E 





abi A, X, Mete. sunt valores quotientium diferentialium 3%, 46,, 4Y, ete. pro 


valoribus veris ipsarum P, V', Y”ete.. siquidem observationes satis exactae sunt, 
ut errorum quadrata productaque negligere liccat. Hine primo sequitur, quoniam 
observationum errores a partibus constantibus liberi supponuntur, valorem me- 
dium ipsius E esse — 0. Porro error medius in valore ipsius U metacndus 
erit radix quadrata e valore medio ipsius EE, sie MM erit valor medius ag- 
gregati 
hhec+: 














EHINECH ote. + Mk + Nee +2 NECH cic. 





Wim 
Hine 


At valor medius ipsius Aee fit Akmm, valor medius ipsius KXEE fit 
ete.; denique valores medii produetorum, 2Aed etc. omnes fiunt 
itaque colligimus 





7 





VO nn + etc) 
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Heic sation quasdam annotationes adlcere canyenict 
1. Quaenus apcotando obsertslionum ersores tangaam ganntitsten peimi 
qnantitaen ordinum altioram negliguntur, in formula nostr pro A, N, 

3 ea, adoptare leoit, qui prodennt © va- 

Vrete. Quoties U est functio linearis, 





ordinis, 
ete. etiam valores eos quotientium 
oribus observatis quantitatum P, 
manifesto nulla prorsus orit diferentia. 

1. $iloco errorum mediorum observationum, harum pondera introducere 
malumus, sint haec, secundum unitatem arbitrariam, resp. p. 7. p’ete., atque 
P°pondus determinationis valoris ipsius U’ c valoribus obserratis quantitatum 
Y. 9%, V”etc. prodeuntis. Ita habebimus 















r 





IM. Si T est funeti 
harum valoribus veris, 





P, 9%, 9” ete. atque, pro 





error in determinatione valoris ipsius Te valoribus observatis ipsarum P, 7", 7” 


ete. petita, erit = xe-tHietre+ etc. atque error medius in ista 
determinatione metuendus = 








(em Henn etc). Ervores 
E, Evero manifesto ab invicem iam non erunt independentes, valorque me- 





dius produeti EE‘ secus ac valor medius produci ee. non erit 
= nt + etc. 

IV. Problema nostrum etiam-ad casum eum extendere licet, ubi valores 
quantitatum P, P”, P” etc. non immediate per observationes invenjuntur, sed 
quomodocunque ex observationum combinationibus derivantur, si modo singula- 
rum determinationes ab invicem sunt independentes, i. e. observationibus diver- 
sis superstructac: quoties autem hace conditio locum non habet, formula pro DM 
erronen evaderet, E.g. si una alterave observatio, quac ad determinationem va- 
Noris ipsius_ 7 insersüit, otiam ad valorem ipsius Y” determinandum adhibita cs- 
set, errores e ot e haud amplius ab invicem independentes forent, neque adeo 
produeti ee’ valor medius Si voro in tali casu noxus quantitatum 7, 7” 
cum observationibus simplieibus, e quibus deductae sunt, rite perpenditur, valor 





. sed 
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medius produeti e€ adiumento annotationis III. assignari, atque sic formula 
pro M completa reddi poterit. 


". 
Y, 7”, Vote. fünctiones incognitarım 2, y,  ete., multitudo illa- 
multitudo incognitarum — p. supponamusque, per observationes vel 
immedinte vel mediate valores functionum inventos esse PL, 2 
ete., ita tamen ut hae determinationes ab invicem fuerint independentes. Si p 
major est quam r, incognitarım evolutio manifesto fit problema indeterminatum; 
si p ipsi or aequnlis est, singulae z, y. etc. in formam functionum ipsarum 
Y, V', V’ete. religi vel redactae coneipi possunt, ita ut ex harum valoribus ob- 
serratis valoros istarum . simulgue adiumento art. praec. pracci- 
sionem relativam singulis his determinationibus tribuendam assignare liceat; de- 
nique si p minor est quam x, singulae x, y, z etc. infinitis modis diversis in for- 
mar functionum ipsarum P, V", V”ete. redigi, adeoque illarum valorcs infini- 
is modis diversis erui poterunt. Quac determinationes exacte quidem quadrare 
deberent, si obserrationes praceisione absoluta gauderent; quod quum secus se 
'habeat, alii modi alios valorcs suppeditabunt, nee minus determinationes e com- 
binationibus diversis petitae inaequr 

Ceterum si in casu secundo vel tertio fünetiones V, V", V”ete. ta com- 




























praceisione instructae erunt. 


paratae essent, ut #—p+t ex ipsis, vel plures, tamguam functiones religun- 
um speetare liceret, problema respectu posteriorum functionum etiammum plus 
quam determinatum esset, respectu incognitarım =, y, z etc. autem indetermi- 
natum; harım seilicet valores ne tune quidem determinare liceret, quando valo- 
zes functionum P, V", V”ete. absolute exacti dati essent: sed hunc casum a 
isquisitione nostra exchidemus. 

Quoties F. V", Pete. per se non sunt functiones Zineares indetermina- 
tarum suarum, hoc efficietur, si loco ineognitarum primitivarum”introducuntur 
ipsarum diferentiae a valoribus approximatis, quos aliunde cognitos esse suppo- 
nere licet. Errores medios in determinationibus PL. V'=L, P"=.L'etc. 
metuendos resp. denotabimus per m, m, m’ete.. determinationumque pondera 
per p, p. p’ete., ita ut sit pmm = pin’ = yin'n’eic. Nationen, quam inter 
se tenent errores me 
ad lubitum accipi potest, sint nota. Denique statuemus 




















„ cognitam supponemus, ita ut pondera, quorum unum 
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w—rIy; 





Manifesto itaque res perinde se habebit, ac si observationes immediatac, acqut 
praecisione gaudentes, puta quarum error medius — myp —mi/p—m\p'ete., 
sive quibus pondus = 1 tribuitur, suppeditavissent 








20. 
Puonızın. Designantibus v. v,% etc. functiones linearer indeterminatarum 


2,97 etc. sequentes 





detly+est etc. + 
Ve drtöyHest etc. +°cte 
ex omnibus systematibus cotficientium x, X, x etc., qui indefinite dant 
aut 
ita ut k sit quantitas deierminata i. e. ab 2, y, = etc. independens. eruere id, pro 
quo wu rk + ec. nanciscatur valorem minimum. 
Solutio. Statuamus 


ar tbyter+ ee. +1 
} u) 












a+avta'+ et. = € 
Birth ann } am 
tete + et 





ete.: eruntgue etinm £, 7, Üete. functiones lincares ipsarum xy. ete., puta 





#laatyXab+zFac- etc. +Xal 
alab+yEbb-trXbe+ ete. +IBl } an) 
(ubi Eau denotat aggregtum aat+-da+uw+ ete., ac perinde de reliquis) 
multitudoque ipsarum 8, 1, Getc. multitudini indeterminatarum x, y.z etc. ac- 
qualis, puta Per eliminationem itaque elici poterit uequatio talis*) 








9 Rio, cu 
elngerimus, inte eure 


. denetandor eöficiento ai eliinatione prdunter, has poinimum characteren 
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= A+laa]tHa6]n+lanst etc 
in qua substituendo pro &, n. %ete. valores carum ex ITI, aequatio identica pro- 
dire debet. Quare statuendo 
alaa]+b[aß]+ e[ay]+ etc 
af Vlaß)+e[ay)+ etc. 
fan) +HWlaß]+eJay)+ ete. 
necossario erit indefinite 


anpavtart et. = 2-4 (V) 





vw) 
dere. 


Haec aequatio docet, inter systemata valorurn coöffiientium x, x, X'ete. certo 
etiam referendos esse hos x=a, X. 
quocunque, fieri debere indefinite 





=@’ete., nec non, pro systemate 





Kata) ee. = A—k 
quao aequatio implicat sequentes 


«-aa+ 








ae + CHRE CH etc. = 0 ei. 


Multiplicando has aequationes resp. per [aa], [a8]. [ay] etc., et addendo, ob- 
tinemus propter (IV) 
Kat ka )d+—a)ar+ cie. = 0 
sive quod idem ost 
hc te 

an ++ et. +a—a+ 
unde patet, aggregatum rk etc. valorem minimum obtinere, si 
statuatur =a, 7a, act. QEL. 





a4 )'+ etc 








Cetorum hie valor minimus ipse sequenti modo eruitur. „Acquatio (V) do- 
et, once 
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nat data} etc. 
ab+ ab aV'+ cie. 
actac+ ae oo. = 0 ete, 





Multiplicando has aequationes resp. per [ca], [26], [ay] ete. et addendo, pro- 
inus habemus adiumento aequationum (IV) 


aa+ad+aa-+ etc. = [aa] 


a. 

Quum observationes suppeditaverint aequationes (proxime veras) v — 0, 
v=0, d=0ete., ad valorem incognitae & inde eliciendum combinatio illa- 
rum nequationum talis 








white + ee. 0 


adhibenda est, quao ipsi «r coffliiontem 1 coneiliet, inengnitasgue reliquns 
y.z te. eliminet; cui determinationi per art. 18 pondus 


Srpmrere 
tribuendum erit. Ex art. praec. itaque sequitur, determinationem maxime ido- 
neam eam fore, ubi statuatur «= a, X= a, X =.’ etc. Hoc pacto x obtinet 
valorem A, manifestoque idem valor etiam (absqpe cognitione multiplicatorum 
, d, a’etc.) protinüs per eliminationem ex aequationibus 0.0=0 
ete. elici potest. Pondus huic determinationi tribuendum erit = j.;, sive error 
medius in ipsa metuendus 














= myplao) = myplaa) — m’yp’{aa] eic. 
Prorsus simili modo determinntio maxime jdonen incognitarum reliquarum 
y.z ete. eosdem valores ipsis conciliabit, qui por eliminationem ex ilsdem acqun- 
tonibus E=0, n= 0, {= 0ete. prodeunt. 
Denotando aggregatum indefinitum ve-Huc+r'etc., sive quod idem 
est hoc 





PIP-DI+HHW-EY HH EY+ ei. 
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per ©, patet, 2%, 2n, 2Cote. csse quotientes differentiales partiales functio 
2, puta 
Ei 





“ fr} a0 
2 mi elle 











Quapropter valores incognitarum ex observationum combinatione maxime idonea 
Prodeuntes, quos valores mazime plausihiles commode vocare possumus, identici 
erunt cum fs, per quos 2 valorem minimum obtinet. Tam P—Z. indefinite 
exprimit diflerentiam inter valorem computatum et observatum. Valores itaque 
incognitarum maxime plausibiles fidem erunt, qui summam quadratorum diffe- 
rentiarum inter quantitatum P, 7”, V”etc. valores observatos et computatos, per 
observationum pondera multiplicatorum, minimam eficiunt, quod principium in 
‚Theoria Motus Corporum Coelestium long alin via stabiliveramus. Et si insuper 
praceisio relativa singularum determinationum assignanda est, per eliminationem 
indefinitam ex aoquationibus (III) ipsas =, 9, ote. in tali forma exhibere oportet: 


A+[aajt+{a6]n+layli-+ ei 
} (vun) 

















++ [SS ]n+ENICH or 
+Hrali+iröln+irmc+ ae. 


quo pacto valores maxime plausibiles incognitarum z,9,2 etc. eruntresp. A, B, C 


je da met aive er- 








m’yp"{an] etc. 
m’ p"[68) etc. 
myprtry)ete 





quod convenit cum is, quae in Tikeoria Motus Corperum Coelestium docuimus. 


2. 
imo, simul vero frequentissimo, ubi unica in- 
. V"=zetc., paucis seorsim agere con- 


= yp eo. I=—Iyp 





De casu omnium simpli 
cognita ndest, atque F=x, V’ 
veniet. Frit scilicet. vn. 
T= —Lyp, 7=—L’yp ete., et proin 
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E= (php + ea pIHPEHFLH+ cte) 





Si itaque e pluribus observationibus inacquali praceisione gaudentibus, et 
quarum pondera resp. sunt p. pp" etc., valor eiusdem quantitatis inventus est 
e prima = L, e secunda —L, e tertia — L’ ete., huius valor maxime plau- 
sibili erit, 








urpltp tt ee. 

rc 

Pondusque hulus determinationis = p-+ +7" ete. - Si omnes observationes ac- 
quali praceisione gaudent, valor maxime plausibilis erit 

Lrttirz ee, 








i.e. aequalis medio arithmetico valorım observatorum, hulusque determinationis 
pondus = x, accepto pondere observationum pro unitate. 
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3 
‚nes, per quas theoria praccedens tum il- 





Plures adhue supersunt disqui 
Nustrabitur tum ampliabitur. 

Ante omnia inyestigare oportet, num negotium climinationis, euius adiu- 
mento indeterminatae 2, 9, 5 te. per &, 7. Leic. exprimendae sunt, semper sit 
possibile. Quum multitudo illerum multitudini harım acqualis sit, e theoria eli- 
minationis in aequationibus lincaribus constat, illam eliminntionem, si &, n, Cete- 
ab invicem indepcndentes sint, certo po ibilem. 
‚Supponamus aliquantisper, &, 7, |ete. non esse ab invicem independentes. sed 
exstare inter ipsns aeguationem identicam 


Fi+ Gn+ HL + ci. + K 











ilem fore; sin minus, impos 





Habebimus itaque 
Flaa+ GZab+Hlact etc. 
FZab-+ GEBb+HLbcH etc. 
Flac+ GLbc+Häec+ etc. 





etc. nec non. 





F£al+ GEbI4 HEcl+ etc, 
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Statuendo porro 
aF+bG+cH+ etc. = 
aF+EGHEH + etc. 
aF+SCHEH+ ete. 





etc., eruitur 
a0+a ++ etc. = 
BO+BO HE + etc. 
OH EN +EN+ ee. 








ete., nec non 
HIHI ee. = —K 


Multiplicando itaque aequationes (I) resp. per 0, 0,0” etc... et addendo. obti- 


0 = 0460407074 ete 


quae aequatio manifesto consistere neguit, nisi simul fuerit 0 = 0, 0° 0, 1"= 0 
etc. Hinc primo colligimus, necessario esse debere K= 0. Dein aequationes 
(1) docent, funetiones v, u, vote. ita comparatas esse, ut ipsarum valores non 
mutentur, si valores quantitatum «, y, x ote. capiant inerementa vel decrementa 
ipsis F, G, H etc. resp. proportionalia, idemgue manifesto de functionibus 
V. V”, V’ete, valebit, Suppositio itague consistere nequit, nisi in casu tali, ubi 
vel e valoribus exnctis quantitatum P, V", V”ete. valores incognitarum x, y, z 
ete. determinare impossibile fuisset. i. e. ubi problema natura sun fuisset inde- 
terminatum, quem casum a disquisitione nostra exclusimus. 











a. 
Denotemus per 6, 8, 8”ete. multiplicatores. qui eandem relationem h 
bent ad indeterminatam 9, quam habent a, @, a’etc. ad 2, puta sit 
ala]+-b[EU]+ei6y]+ et 
aBa)+L[EB]+EeIET)+ ei. 
aaO) HEIWN + ei. 
ete., ita ut fat indefinite 
Soc+6+ 84 ai. —y—B 














HRRORIBUS MINDMIS OBNOXLAR. PARS POSTERIOR. a 
Perinde sint 7, y, Y’etc. multiplicatores similes respectu indeterminatae z, puta 


alra+b[r8)+ efrn+ ei. =r 
aya]+sröl)tehn]+ee=r 
eiral+Hstrs)tetrn+ ee 


ete., ita ut fat indefinite 





Torrit Yo etc. 





2-C : 


et sie porro. Hoc pacto, perinde ut iam in art. 20 inveneramus 





203 
Ey 





etsic porro, Nec minus, quomadmodum in art. 20 prodiit Zac — [aa], ctiam erit. 
266—[66), Iyy=[ry te. 


Multiplicando porro valores ipsorum a, d, a” etc. (art. 20. IV) resp. per 
5,8, 6° ete.. er addendo, obtinemus 


a6+ ab ta ete.— [ab], sive Lab = [a6] 


Multiplicando auteın valores ipsorum 8, %', 8” etc. resp. per a, a. a’eic., et 
addendo, perinde prodit 


ab+a6+a'6"+ etc. = [6a], adeoque [a6] = [6a] 
Prorsus simili modo eruitur 


en=ra]=Xay. (67) = 8) =£8yete. 


2. 

Denotemus porro per A X, A" etc. valores functionum v, ev etc., qui 
prodeunt, dum pro z, y,z etc. ipsarum valores maxime plausibiles A, B, € etc. 
substituuntur, puta 
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aA+bB+eC+ etc. +1 
aA+EB+EC+ ei. + 
AH B+ECH ec + 






etc.; statunmus practerea 
RTL oe = MT 

ita uteit M valor funetionis © valorlbus maximo plausibilibus indeterminataram 

respondens, adeoque per ca, quac in art. 20 demonstravimus, valor minimus 


huius functionis. Hine erit aA+-aX-Ha’X-} ete. valor ipsius &. valaribus 
z—=4, y=B, 2=C etc. respondens, adeoque — 0, i. e. habebimus 


Laa-o 





et perinde fiet, 


0, Zea=0ote.; necnon Ya 





IN=0 ee. 


Denique multiplicando expressiones ipsarum A; X, K'ete. per A, X, X” etc, resp-, 
et addendo, obtinemus AHTXHINH etc. = AAHKIHIT+ ete., sive 


zn =M 





2. 

Substituendo in aequatione v = ar-tby-Hes+ etc. +1, pro 2.3.2 etc. 
expressiones VIL. art. 21, prodibit, adhibitis reductionibus ex praecedentibus 
obris 





=astön+ ri + et HR 
et perinde erit indefinite 

Vedttönt yet oe Hr 
Fe astön rc ete + 





ete. Multiplicando vel has aequationes, vel aequationes I art. 20 resp. per 
AK, Mete., et addendo, indefinite 











AR cte. 
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ar. 

Functio @ indefinite in pluribus formis exhiberi potest, quas evolvere ope- 
rae pretium erit. Ac primo quidem quadrando aequationes T art. 20 et addendo, 
statim fit 


+ etc. H22ySab+2aslact2yelbct ee. 
+2rNal} 2yEol+228ch+ ec. EU 





qune est forma prima. 
Multiplicando easdem acquationes zesp. per v, #. u’ etc., et addendo, ob- 


inemus: 
9 Ertnytsst te. +Ho+lHrTcH ote 
atque hinc, substituendo pro 


9 = Eathny+lst ot. -A—Bn— OL ci. HM 





 ete. exprossiones in art. prace. traditas, 





2= te Any BHEC)+ etc Ha 


qune est forma secunda. 
Substituendo in forma secunda pro &—4, y-B, —Q etc. expressio- 
nes VII. art.21, obtinemus formam tertiam: 


2 = [au]i+ [WE] + INH eis. +2 [aB]En+ 2er] 





+26 ne et aM 


His adiungi potest forma quarta, ex forma tertia atque formulis art. prace. 
sponte demananı 





NE + oe. +M, sive 





quae forma conditionem minimi directe ob oculos sistit. 


2. 

Sint &.6,€'ete. errores in observationibus, quae dederunt 
V7=L’ete, commisei, i. e. sint valores ver) fünctionum Y" etc. zesp. 
L-e Le, LE eie. adeoque valores veri ipsarum v, dv" etc. Tesp. 
Zeyp. —evp. —e'yp' etc. Mine valor verus ipsius z erit 
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Amaeyp—ae pe yp— etc. 





ror valoris ipsius &, in determin 
per Ex deiotare convenit, 


= aeypHaeypHaeyp+ eie 





one maxime idonea commissus,. quem 


Perindeerror valoris ipsius in determinatione maxime idonca commissus, quem 
per Ey denotabimus, erit 


= GeypHBeNpHBE NH ein. 
Valor medius quadrati (Ez)? invenitur 
mmp(aa-tad-ta's'-+-etc. 


valor medius quadrati (Ey)? perinde = mmp_[68] etc.. ut iam supra docuimus. 
lam vero etiam valorem medium produei Ex. Ey assignare licet, quippe qui 
invenitur 





mplaa] 





= mmplaö+a + a0’+ etc) 





= mmplaß] 


Coneinne hace ita quoque exprimi possunt. Valores medii quadratorum (Ezj', 
(Ey) etc. resp. aequales sunt productis ex 4mmp in quotientes differentialium 
partialium secundi ordinis 


valorque medius producti talis, ut Ex.Ey, acqualis est producto ex 4mmp 
in quotientem differentialem ig, quatenus quidem 2 tamguam functio inde- 
terminataram &, , Ste. consideratur. 


2”. 
Designet # funetionem datam linearem quantitatum ; 9, 


tz fatgg+hst ce. + 








Valor ipsius £, e valoribus maxime plauiibilibus ipsarum &, y, & ete. prodiens 
hine erit = fA+9B-+AC+ etc. +k, quem per K denotabimus. Qui si 
tanıquam valor verus ipsius # adoptatur, error committitur, qui erit 
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—fEr+gEy+hEs+ etc. 
atque per Et denotabitur. Manifesto valor medi 
error a parte constante liber erit. At valor medius quadrati (Br), sive valor 
medius aggregati 
Sf Es? + 2fgEr.Ey+2fhEa.E:+ oic. 
+99(Ey? +2ghEy.Br+ ei. 
+AhlEa? + te. oe. 





hulus erroris fit = 0, sive 








por ea, qune in art. praoe. exposuimus, nequalis fit producto ex mmp in aggre- 


gatum 
PER) + 2fglaö]+2Fhlay)-+ ee 
+99 (68) +294[87)+ ee. 
Akte) + ete: etc 
sive producto ex mmp in valorem functionis Q—M, qui prodit per substi- 
tutiones 


9. Che 





Denotando igitur hunc valorem determinatum functionis QM per w, error 


medius metuendus, dum determinationi # 


K adhneremus, erit = mypu, 





sivo pondus huius determinationis 
Quum indefinite habeatur 





2-M=(e-4) 





(y-Bin+le—C)6+ etc. 





patet, w quoque aequalem esse valori determinato expressionis 
EN FHIW— Bote ht etc. . 


sive valori determinato ipsius £— I, qui prodit, si indeterminatis z, 9. # etc. 
tribuuntur valores ii, qui respondent valoribus ipsarum &, 9. % etc. his f,9, A etc 
in formam functionis ipsarum & m, Lee. 


sius partem constantem necessario fieri = K, Quodsi igitur inde- 






Denique observamus, si tindel 

vedigatur, 

inite ft 
i= 





Gn+Hr+ ee. +K, et = fP+9GCHAH4 cie. 
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so. 
nctio © valorem suum absolute minimum M, ut supra vidimus, nancisci- 
Cote, sive $=0,7=0.2=0ck. Si 
rum quantitatum valor alius iam tributus est, eg. == A+&, 
variantibus reliquis © assequi potest valorem relative minimum, qui mas 
obtinetur adiumento acquationum 


5 
tar, faciendo == A, y 








voro alicni 








an 


44. % 





Hieri debet itaque 7 — 0, 


= A+laali+[aölnHlayct ee, 


Simul habebitur 














+, Vie 
item praceriptum MH HR non su- 
perare dee, valorem ipsins 2 necesario inter linites A--py[sc] cd A-Ayfas 
Sntentam ee debere. Nolnri meretur, ‚uylza) aequalem Ari erteri medi 
valore maxime plausibili ipsius .» metuendo, si statuatur g = myp, i.e. si 








uequalis sit errori medio observationum talium, quibus pondus — 1 tribuitur. 

Generalius investigemus valorem minimum ipsius 2, qui pro valore dato 
ipsius # Jocum habere potest, denotante # ut in art. pracc. funetionem linearem 
Fe-tgy+hs+ cte. +k, et cuius valor maxime plausibilis 
seriptus ipsius £ denotetur per M-+x. E theorin maximorum et mininorum 
esse ex aequationibus. 


K: valor prac- 











eonstat, problematis solutionem petend: 


Yeot 
Fan 
Eile 

. y=0g. 29h ete., designante 9 multiplicaterem adhuc inde- 






Quare si..ut in art. pracc., statulmus, esse indefinite 


= Fi+ Gy+ + ec. +K 





habebimus 
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K+r = UfF+9GCH+hH+ etc) +K. sive 


=: 


accipiendo w in eudem signifieatione ut in art, prace. Et quum QM, in- 


definite, sit funetio homogenea secundi ordinis indeterminatarum &, 7, % ete., 
sponte patet, eius valorem pro E=0f, 7 = dg. &=Nhete. fieri — Hm, 
et proin valorem minimum, quem 2 pro t= K-+x obtinere potest, fieri 


4000 = M+. Vice versa, si @ debet valorem aliquem praeseriptum 

















M-+g non superare, valor ipsius # necessario inter Iimites RK—pyo et K-tpyio 





ontentus esse del determinatione maxime 
plausibili ipsius # metuendo, si pro a accipitur error medius observationum, qui 


bus pondus. 


ot. ubi gan acqualis fit errori medio 








a 

Quoties multitudo quantitatum x, y, = ete. paullo maior est, determinatio 
numerien valoram A, B, Cote. ex acquationibus $= 0, 70, = 0 cte. per 
eliminationem vulgarem satis molosta evadit. Propteren in Theoria Motus Cor- 
porum Coelestium art. 182 algorithmum peculiarem addigitavimus. atque in Dis- 
quisitiome de elementis elliptieis Palladis (Comm. recent. Soc. Gotting Vol.T) co- 
piose explicavimus, per quem labor ille ad tantam quantam quidem res fert sim- 











plieitatem evehitur. Reducenda seilicet est functio 2 sub formam talem 








übi divisores MP, €, D”otc. sunt qu 
autem functiones Jincares ipsarum =, y, = eic., quarum tamen secunda u libera 
estab «x. tertia u’ libera ab .r ot,y, quarta u” liberaab 2,4 et z, et sie porro, ita 
ut ultima 4°) solam ultimam indeterminatarum x, y, z etc. implicet: deni 
que coi ete. resp. multiplicatae sunt in. a", u, u" ete. 
resp. aequales sunt ipsis U, 8, C” etc. Quibus ita fuctis statuendum est 
0 ete.. unde valores incognitarum z, 9, z etc. in- 
verso ordine eommodissime elieientur. Haud opus viderur, algorithmum ips 
per quem hacc transfornfatio functionis 2 absolvitur, hie denuo repetere, 
Sed multo adhue magis prolixum calculum requirit eliminatio indefinita, eu- 
ius adiumento illarum determinationum pondera invenire oportet. _Pondus qui- 











iontes, por quos 2, 9, 
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dem determinationis incognitae ultimae (quae sola ultimam- u” ingreditur) per 
ca. quae in Theoria Motus Corporum Coolestium demonstrata sunt, facile inseni- 
tur nequale termino ultimo in serie divisorum 4°, &, ©” ete.; quapropter plu- 
zes caleulatores, ut eliminationem illam molestam evitarent, defieientibus aliis 
subsidiis, ita sibi eonsnhuerunt, ut algorithmum, de quo dixinns pluries, mutato 
ete., ordine, repeterent, singulis deinceps ultimum locum 
si modum norum pon- 





quantitatum a.y. 
occupantibus. Gratum itaque geometris fore speramu 
dera determinationum caleulandi; e penitiori angumenti perscrutatione haustum 
hie exponamus, qui nihil amplius desiderandum relinquere videtur. 





‚=. 
Statuamus itaque esse (1) 


AEHB YES + etc. +0 
Brtsshmdt 
etc. HR" 





Hinc erit indefinite 
4d0 = fdr-+ndy+Lde-+ etc, 
ee rn 
= wfle+ Fay+ Kart ec) 
läyt East ae) Aulist se) + ae 





unde colligimus (IT) 





Supponamus, hine derivari formulas sequentes (III) 


FRRORIMES MINDUIS ORKOXIAE. FARS PORTERIOR. 3 





WA Bn+t 
eto. 


Tam e differentiali completo,aequationis 
2=@-A+nly—B)+ 





+ etc. +M 





Subtracta aequatione 
149 — Edr-Hndy-+lde+ ote. 
sequitur 
+49 = (e Adi+y—B)dn+e—O)dL+ etc. 
qune expressio identica esse debet cum hac ex III demanante: 
Ge di+z(das+an+ Flat Bran+dl)+ cc. 
Hine colligimus (IV) 
zeftastslteie HA 
y= E+Br. tete +B 
Ste +e 





etc. 


‚Substituendo in his expressionibus pro u’, u. u’ ee. valores earum ex IIT de- 
promtos eliminatio indefinita absoluta erit. Et quidem ad pondera determinanda 
habebimus (V) 





zer 


+ te. 





quarum formularım simplieitas nihil desiderandum zelinquit. Ceterum etiam pro, 
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cotficientibus reliquis [a8]. [ay}, [6] ete. Formulae acque simplices prodeunt, 
n illorum usus sit rarior, hie apponere supersedemus. 





quas tan 





a. 

Propter rei gravitatem, et ut omnia ad calculum parata sint, etiam formu- 

Nas explicitas ad determinationem cotffiientium A, 4, A”ete. B”, B” ete. cte. 

adscribere visum est. Duplici modo hie ealeulus adornari potest, quum ac- 

quationes identicne prodire debeant, tum si valores ipsarum «P, u, u"ete. ex III 

depromti in II substituuntur, tum ex substitutione valorım ipsarum &, , & ete, 
ex Tin III. Prior modus haec formularum systemata submi 

















E+d=0 
Sılataz=o 
Braut 


veniuntur A, A", A” etc. 
er 
s+B 
DD.p. 
Sta 4r 


. unde 





° 








ete. unde inveniuntur 2”, B” etc. 
PR 
+07 


ete. unde inveniuntur C” ete. Et sie porro, 





Alter modus has formulas suggerit 
WIHB=0 
unde habetur A" 


WILDE 
BB+E=0 


tur BD" er dl. 
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BOBTHECHD" 
VB +V = 
wor+D 








unde inveniuntur 0”, B”, A". Et sie porro. 
Uterque modus aaque fere commodus ost, si pondera determinationum euncta- 
rum 2, 9,2 etc. desiderantur; quoties vero e quantitatibus [aa], [68]. {yy] etc. 
una tantum vol altera requiritur, manifesto systema prius longe praeferendum erit 
Ceterum combinatio aequationum I'cum IV ad easdem formulas perducit, 
insuperque caleulum duplicem ad eruendos valores maxime plausibiles A, B, C 
etc. ipsos suppeditat, puta prima 
BER 0 








ete. 


Caleulun alter identicus est cum vulgari, ubi statuitur u 





die. 


a. 
Quae in art. 32 exposuimus, sunt tantummodo casus speciales theoremat 
generalioris, quod ita se habet 
Tuzonza. Designet t funetionem linearem indeterminatarum 2.9, z elc. hanc 


tu fatgyHhzt etc. + k 





quae ransmutata in functionem indeterminatarım u, , u" etc. fat 


tz RW + KUH RW + etc. + K 





Quibus ita se habentibus erit K\valor mazime plausibilis ipoius t. atque pondus hu- 
ius determinationis 





ED 7720 022200 
Dem. Pars prior theorematis inde patet, quod valor maxime plausibilis 
0 ete. respondere debet. Ad posterio- 


s 





ipsius * valorlbus w* 
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“rem demonstrandam observamus, quoniam 4dQ = Kdstndy-HLds+ etc, 
atque dt=fdstgdytAds+ etc, esse. po E=fın=g. l=hete. 
independenter a valoribus differentialium dz, dy, dz etc. 





a0 = 2dr 


Hine vero sequitur, pro iisdem valoribus $=f 7 = 9, {= hete., feri 
+ du g-.du+ etc. = Kaw+Kdut+ Ad + etc. 





Iam facilo porspieitur, si -dz, dy, de ete. sint ab invicom independentes 
etiam du, du, du’ete., ab inyicem independentes esse; unde colligimus, pro 


wen 





UP, 





BR WER co 





Quamobrem valor ipsius 2, iisdem valoribus respondens erit, 
WRPHBERHERKLH etc. +M 








ünde per art. 29 theorematis nostri veritas protinus demanat. 
Ceterum si transformationemn functionis £ immedinte, i. e. absque cogni- 
tione substitutionum IV. art. 32, perficere cupimus, pracsto sunt formulae: 


fzwR 
Ig=VR+BE 
A=EPLERHER cic., 





unde cotfficientes #, X, R’etc. deinceps determinabuntur, tandemque habebitur 
K=k-PP LK CK- etc. 


35. 
Tractatione peculiari dignum est problema sequens, tum propter utilitatem 
practicam," tum propter solutionis coneinnitatem. 
Invenire mutationes valorim maxime plausibilium incagnitarum ab accessione 
acquationis novae productas, nec non pondera növarum determinationum. 
Retinebimus designationes in praecedentibus adhibitas, ita ut aeguntiones 
Primitivae, ad pondus = 1 reductae, sint hae v0, u 
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gregatum indeßinitum vv’ etc. =: porro ut &1,Cele. sint quo- 
tentes differentiales partiales 


aa F 
va day die 











et. 
denique ut ex eliminatione indefnita sequatur 

3 = A+-[ao]t+[aßln+[ayc+ etc. 

y = B+laB]s+Böln+-LBrICH «} ( 
C+lays+BynHmt+ ers. 
Tam supponamts, accedere aequationem novam 0° = 0 (proxime veram, et cuius 


pondus = 1), etinguiramus, quantas mutationes hinc nacturi sint tum valores 
incognitarım maxime plausibiles A, D, C ete., tum coßflcientes [ua), [a8] etc. 





© le 





Statuamus O-+v'v' 





supponamusgue, hine per eliminationem sequi 
A+lan]E HaB" Hark" ei. 





Denique sit 





=fetgy+hrt etc. +k 
prodent inde, substitutis pro &, 9, zetc. valoribus ex (1). 
Gn+Ht+ ec +K 





statunturque 
Ff+-Gg+Hh+ ec. = w 
Manifesto K erit valor maxime plausibilis functionis ©’; quatenus ex ac- 
qustionibus primitivis sequitur, sine respoetu valoris 0, quem observatio acoesso- 
ria pracbuit, atque 3; pondus istius determinationis. 
Yamı habomus 





man, CHA ete. 





adeoque 


FE +GT+HU+ etc. +K = v{i4+Ff+Gg+Hh+ etc) 
vo fltortattente 








s. 


4 TMEORIA COMDIKATIONIS OBBERYATIOKEN 
Perinde it 
2 Atl[aa]t'HaöjnH[aylt"+ et. u lflaal+gla6]+Alay)+ eic) 


= A+[laali'+[aö]n' +lant'+ etc. — Fr" 
= At laali Haß] Hlantt+ et FF HET HHR Het HR) 








Hine itaque colligimus 





qui erit valor maxime plausibilis ipsius # ex ommiöus observationibus; 








FE 
in 





Prorsus eodem modo inyenitur valor maxime plau 
vationibus superstructus 


B= 





atque pondus huius determinationis 





et sic porro. Q.E.1. 


Liceat huic solutioni quasdam annotationes adiicere. 
1. Substitutis his noyis valoribus A’, B*, C* ete., fünctio »” obtinet valo- 
rem maxime plausibilem 


K 








(EF+ G9+ Hh+ ei) = F 


Tip 


Et quum indefinite sit 





Hl tech 
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pondus istius determinationis per principia art. 29 eruitur 
er 
Be art 





Eadem immediate resultant ex applicatione regulae in fine art. 21 traditae; seilicet. 





eomplexus aequationum primitivarum praebuerat determinationem »" 








. quibus combinatis prodit determinatio 





= cum pondere = 4 +1. 
II. Hine porro sequitur, quum pro 2= AN, y=B', 
debeat &° 0 etc... pro fisdem valoribus fieri 


C* eic. esse 





‚nec non, quoniam indefinite © 





NH - BHLE-0)+ etc. +, 
BR RE Gg+Hh+ etc) HM 





a 





TIL. Comparando haco cum fis, quae in art. 30 docuimus, animadvertimus, 
functionem © hie valorm minimum obtinere, quem pro valore determinato 
funetionis v accipere potest. 








x 
its 


so. 

Problematis allus, praecedenti affinis, puta 

Investigare mutationes valorum mazime plausibilium incognitarum, a mutato 
‚pondere unius ex obsersationibus primitivis oriundas, nee non pondera novarum de 
terminationum 
solutionern tantummodo hic adseribemus, demonstrationem, quae ad instar art. 
pracc. facile absolvitur, brevitatis caussa supprimentes. 

Supponamus, peracto demam calculo animadverti. alicui observationum 
pondus seu nimis parrum, seu nimis magnum tributum esse, c. g. observationi 
prima, qune dedit 7—L, loco ponderis p in caleulo adhibiti reetius tribui 
pondus —p'. Tune haud opus erit calculum integrum repetere. sed commo- 
dius correctiones per formulas sequentes computare licebit. 
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Valores incognitarum maxime plausibiles correcti erunt hi: 


BEENDEN 2. GESEHEN, 
Fu Anwen arte) 





FrW SRH Fee 


ete. ponderaque harum determinationum invenientur, dividendo unitateın resp. per 








Hacc solutio simul complectitur casum, ubi peracto caleulo pereipitur, unan ex 
obsersationibus omnino reiici debuisse, quum hoc idem sit ac si facias 7" = 0; 
et perinde valor p*= > refertur ad casın eum, ubi nequatio, 
in caleulo tamquam approxiinata tractata erat, revera praceisione absoluta gaudet. 

Coterum quoties vel aequationibus, quibus caleulus superstructus erat, plu- 
res novae accedunt, vel pluribus ex illis pondera erronen tributa esse percipitur, 
computus correetionum nimis complicatus eraderet; quoeiren in tali cası calculum 
ab integro reficere pracstabit. 





. quae 


a. 
In artt. 15.16 methodum explicavimus, observationum praceisionem proxime 
determinandi ). Sed haec methodus supponit, errores, qui revera occurrerint, 
satis multos exacte cognitos esse. quae conditio, stricte loquendo, rarissime, ne 
dieam numquamı, locum habebit. Quodsi quidem quantitates, quarum valores 
approximati per observationes innotuerunt, sccundum legem cognitam, ab una 
pluribusve quantitatibus incognitis pendent, haram valores maxime plausibiles 
per methodum quadratorum minimorum eruere licebit, ac dein valores quanti 
tum, quae observationum obiecta fucrant, illine computati porparum a valoribus 





in eommentaiane anteroe (Bestimmung der 





wigkeit 





9) Digutio de eodem argemento, qu 

der Muokachtungen. Zeitschrift far Antronemis und verwendts Wisenschaften Vol}, 9. 15) trdideramus, 

(ide hypotbei ern indolem Auctions probailisten eroram esprimentl incl ert, eu In Theoria mo- 
Yorum supesiruseramun (vd. at 9, I. 








fur corporum eoeletiam methode quadrtore 
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veris diseropare censebuntur, ita ut ipsorum differentias a valoribus observatis co 
maiore iure tamquam observationum errores veros adoptare liceat, quo maior füc- 
fit haram multitudo. Hane praxin sequuti sunt omnes ealeulatores, qui obser- 
vationum praceisionem in casibus concretis a posteriori aestimare susceperunt: sed 
manifesto illa theoretice erronea est, et quamguam in casibus multis ad usus 
practicos sufficere possit, tamen in aliis enormiter peccare potest. Summopere 
itaque hoc argumentum dignum est, quod accuratius enodetur. 

Retinebimus in hac disquisitione designationes inde ab art. 19 adhibitas. 
Praxis.en, de qua diximus, quantitates A, B, Q etc. tamquam valores veros ipsa- 
in ipsas A, X,A” etc. tamquam valores veros funetio- 
num ou, #°cte. Siomnes obsorrationes aequali praecisione gaudent, ipsarum- 
que pondus p 
mutatis, in illa suppositione observationum errores exhibent, unde praccepta 
art. 15 pracbent obserrationum errorem medium m 








rum 2,3,2 considerat, et pr 





‚p’ete. pro unitate acceptum est, enedem quantitates, signis 





me vr 

Si observationum praecisio non est eadem, quantitates —A, —N, —Xete. ex- 
Hhiberent observationum errores per radice quadratas e ponderibus multiplictos, 
pracceptague art. 16 ad eandem formulam /= perducerent, iam errorem medium 
talium observationum, quibus pondus tribuitur, denotantem. Sed mani- 
festo calculus exactus requireret, ut loco quantitatum A, X, Mete. valores functio- 
e valoribus veris ipsarum x, y. x etc. prodeuntes adhiberen- 








num v0, net 
tur, i. 6. 1oco ipsius M, valor functionis 2 valoribus veris ipsarum x, 9, z etc. 
respondens. Qui quamguam assignäri nequeat, tamen certi sumus, eum esse 
maiorem quam M (quippe qui est minimus possibilis), exeipiendo casum infinite 
parunm probabilern, ubi incognitarum valores maxime plausibiles exacte cum veris 
quadrant. In genere itaque afiırmare possumus, praxin vulgarem errorem me- 
dium justo minorem producere,, sive obserrationibus praecisionem nimis magnam 
tribuere. Videamus iam, quid doceat thooria rigorosa. 











ss. 
‚Ante omnia investigare oportet, quonam modo M ab obserr 
ribus veris pendeat. Denotemus hos, ut in art.28, per «, €, e’eic., statuamus- 
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er Eyp'= € etc, nec non 


Vznypeo=n 


eyp=« 

mvn : 
Porto sint valores veri ipsarum 2,9, 2 0te., resp. A—a°, By. C-sete., qui- 
bus rospondeant valores ipsarum & 1, Zeic. hi —P, —n, —L* etc. Manifesto 
Iem respondebunt valores ipsarum e, d, e"ete. hi 4, —e, —e'ete., itaut 
habentur 











Pzactar tee oe 
He +UE + etc 
Om cat ee+ee+ ete. 





etc. neo non 
artac+ae+ etc. 
Ge+Vc+ 84 etc. 
Te+re+re+ etc. 





Denique statuemus 

P=ecteetec+ eie. 
ita ut sit 0° acqualis valori functionis D, valoribus veris jpsarum a. 9, z ete. re- 
spondenti. Hine quum habcatur indefinite 


2 = M+@—AEHW—Binte— O)6+ te. 
erit etiam 
Mer Pr O— etc, 


Hine manifostum est 





31, evolutione facta esse fünctionem homogencam secundi 
ordinis errorum e. €, € eic.._quac, pro diversis errorum valoribus maior minorve 
evadere poterit. Se quatonus errorum magnitudo nobis incognita manet, fünetio- 
‚nem hanc indefinite onsiderare. imprimisque secundum prin 
ilitatis eius valore 
quadratorum ce, 
ee, ee, er etc om 





in caleuli proba- 





nedium assignare conveniet, Quem inveniemus, si loco 
producta vero 
omittimus, vel quod idem est, si loco cuiussis quadrati 
ex, ee, Ce" etc. seribimus pp, produeti «e' ete. prorsus neglectis. Hoc 


modo e termino 9° manifesto provenit pa; terminus —a"2" producet 










—(aa+aa-ta’a+ ote)p 





un 
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et similiter singulae partes reliquae praebebunt —jp, ita ut valor medius totalis 
fat = (r—p)en, denotante = multitudinem observationum, p multitudinem 
incognitarum. Valor verus quidem ipsius M, prout fors errores obtulit, maior 
minorve medio ficri potest, sed diserepantia eo minoris momenti erit, quo maior 
füerit observationum multitudo, ita ut pro valore approximato ipsius # aceipere 
liceat 





& 

ne 
Vak tape Yin pe grinlariönie Anyan ar pre make 
ns, nugeridebet In raione quaniatie Vie) ad yr. 


”. 

Quo clarius eluceat, quanto jure valorem fortuitum ipsius Mf medio acqui- 
parare liccat, adhue investigare oportet errorem medium metusndum, dum ata- 
tuimus kr Iste error medius acqualis est radici quadratae e valore me- 
dio quantitalis 





(Free rroren ae ep? 


er 
quam ita exhibebimus 
(seta ey etc. ee) 


.r 
et quum manifesto valor medius termini secundi fat = 0, res in co vertitur, ut 
indagemus valorem medium functionis 


Ve@-rP yo ce)! 





quo invento et per N designato, error medius quasatus erit 
=) 
Expressio W evoluta manifesto est functio homogenen sive errorum e, e, €" 
etc., sive quantitatum &, €, €” ete., eiusque valor medius invenietur, si 
1° pro biquadrat €, €* etc, substituuntur eorum valores medii 
2° pro singulis productis e binis quadratis ut eeee, eee’e', dee'e'ete. pro- 


ducta ex ipsorum yaloribus mediis, puta mm, mmm'n', minin’m’ etc. 
7 
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3° partes vero reliquae. quae implieabunt vel factorem talem '°, vol ta- 
lem eeee', omnino omittuntur. _Valores medios biquadratorum. e*, €, e" ote. 
is biquadratis mt, m“, m”* etc. proportionales supponemus {vid. art. 16), ita ut 
ill sint ad hacc ut » ad p“, adeoque v° denotet valorem medium biquadratorum 
observationum talium quarum pondus 1. Hin praecepta praecedentin ita 
quoque exprimi poterunt: T.oco singulorum biquadratorum €, €*, € ete. seribe 
dum erit v, 1oco singulorum produetorum e binis quadratis ut sage, ere#', eere" 
plienbunt factores ta- 











ete., scribendum erit a‘, omnesquo reliqui termini, qui 
les ut @E, vel sere', vol erz’e” erunt supprimendi. 
1lis probe intellectis facile patebit 
1. Valorem medium quadrati 299° esse 
IL. Valor medius producti eea"® fit 
quoniam aatad-taa’+ etc. 
= ante 
Et quum perinde valor medius producti «ea? fiat — dal 


medius producti KE2? autem = a’ + et 


rem medium producti (es-+H£eHe'*+ ote.)a'2 sive 0° 
ut 








Da 
av +(ad-taatete)ut, sive 














— a) tel, valor 
porro, patet, valo- 








Eundem valorem medium habebunt produeta Qy°ıf, 0% ete. Qunpropter 
valor medius producti De + yPyP-+Ha0+ etc.) fit 


er n 





NIX. Ne ovolntiones reliquae nimis prolixae evadant, idonea denotatio in- 
troducenda erit. Utennur itaque characteristica X sensu aliguantum Iatiore quam 
supra passim factum ost, ita ut denotet aggregatum termini, cui pracfixa est, cum 
omnibus similibus sed non identicis inde per omnes observationum permatationes 
oriundis. Hoc pacto e.g. habemus =? — Zar, a —Zansc-2Xadte. Col- 
Nigendo itaque valorem medium produeti 2°2°2°° per partes, hahemus primo va- 
lorem medium producti nase"? 


aaaav'+aalia tat ete)p" 
aaa -y)+aap'Zau 
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Perinde valor medius producti ad ?% ft = aaa —p)-tadp'Zaa et sic 
porro, adeoque valor medius producti ®% 











= w)Naaaa+r'Yaa.Yao 


Porro valor medius produci ade? fit = 2azaa', valor medius produeti 
ade’? perinde = 2ad’an’n' etc., unde facile eonchuditur, valorem medium 
producti PPYaaee' fieri 








= 24 Iaada = p (Lan Zaaae) = pi(t 
His collectis habemus valorem medium product "PP 
= W3p)Yaasa+ 2 +p'Yaa.Zaa 
IV. Haud absimili modo invenitur valor medius producti ?y#'7% 
= VEababtpLaadE+p Tabea st Tauıe 
Sed habetur 


Zaa.256—Zaabb 
Zab.Lab—Labab 
Zab.Zba—Labba 





unde valor ille medius fit, propter Yaa= 1, 2B6= 1, Zab=0, Ma, 
= 3u‘)Zabab-+ pi Zad.Lat) 
V. Quum prorsus eodem modo valor medius producti PET" fiat 
= Hp) Zacaytp'idZac.Zar) 
et sie porro, additio valorem medium prodücti E(-Hynt+2-+ete) 
suppeditat. 
— Bw )E(anfaatööter+ te) HeFNe 
+p'(Zaa.Zaa+Lab.Zab-HYac.Zay+ etc.) 
—3p) E(aafaat+dö+ey+ etc) HR +2" 
VI. Prorsus eodem modo valor medius product ya Hy ++ 
etc.) eruitur 
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= W-3p)L0Blaa+DE+er+ etc )+p+2)p 
dein valor medius producti PH yPyP-Hz"+ etc.) 
"—3p')E(eylaatbbter+ et) ++ DR" 
et sie porro. - Hine per additionem prodit valor medius quadrati 
OT HETH etc)? 
= 1p)Elaa-+bE+er+ ee) Hpp+2p)e" 
VII. Omnibus tandem rite collectis eruitur 
a Henn ang hipHepn" 
+ Sp) E(laa+56+ey+ etc) 
[EZ (aa-td6-ter+ etc) 


Error itaque medius in determinatione ipsius jap per formulam 











+ 





metuendus erit 





“0. 

Quantitas Z(aa+döt-ey-+ etc.)). quse in expressionem modo inven- 
ta ingreditur, generaliter quidem ad formam simpliciorem reduci nequit: nihi- 
Nominus duo limites assignari possunt, inter quos ipsius valor necessario iacere 
debet. Primo scilicet e relationibus supra evolutis facile demonstratur, esse 
(at bö+er+eio'+ac-tbß Hey tete] Ha tbß Hey tete] + ee. 

Saatbö+ey+ete 





unde coneludimus, aa+-bö-Fey-+ etc. esse quantitatem positivam unitate mi- 
norem (saltem non maiorem). Idem valet de quantitate da+ BE +cY+ eic., 
quippe cui aggrogatum 





(da+bö+er+ se’ +@atlE Her tete Ha tiiH+er ee +ete. 


aequale invenitur; ac perinde do -+6"+-e'y+ ete. unitate minor erit, et sie 
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porro. Hinc Z((aa-+b6-}-cy-+ ete.)') necossario est minor quam r. Secundo 
habetur Z{aa+-b6-+ey-+ ete)=p. quoniam fit Zaa— 1, 2b6= 1, Zey 
ete.; unde facile dedueitur, summam quadratorum 3 (aa-H6-+cy-+ ete)*) 
sso maiorem quam Ef, vel salterm non minorem. Hine terrainus 


Fl Eat 5er tete) 


& vel, si Iniores praeferimus. 
a a + TE, eUproin erroris medii in valore ipsius up ==. 





G 









e) 








tamvis asvequi liceat, si modo observafionum multitudo fuerit satis magna. 

Valde memorabile st, in hypothesi ca (art. 9, II, eui iheoria qundratorum 
minimorum olim superstructa fuerat, illum terminum omnino exeidere, et sieuti, 
ad eruendum valorem approximatum erroris medii observationum je, in oranibus 
ensibus aggregatum AAPRRNNHF otc. = M itn tractare oportet. ae si enct 
aggrogatum =—p errorum fortuitorum, it in ia hypothesi etiam praccisionem 
ipsam huius determinationis aegunlem fieri ei, quam determination ex *—p 
erroribus veris tibuendam esse in art. 15 invenimus. 
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SUPPLEMENTUM 
THEORIAE 
COMBINATIONIS OBSERVATIONUM 
ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAE. 


1 

In tractatione theöriae combinationis observationum Volumini V Commenta- 
tionum Recentiorum inserta supposuimus, quantiiates ens, quarum valores per 
bservationes praceisione absoluta non gaudentes propositi sunt, a cortis elemen- 
is incognitis ita pendere, ut in forma functionum datarım horum elementorum 
exhibitae sint. reique cardinem in eo verti, ut haed elementa quam exactissime 
ex observationibus deriventur. 

In plerisque quidem casibus suppositioista immediate locum habet. In aliis 
vero casibus problematis conditio paullo aliter se ofert, ita ut primo aspectu du- 
bium videatur, quonam pacto ad formam requisitam reduei possit. Haud raro sci- 
icet accidit, ut quantitates eac, ad quas referuntur observationes, nondum exhi- 
bitae sint in forma fünctionum certorum elementorum, neque etiam ad talem for- 
mam reducibiles videantar, saltem non commode vel sine ambagibus: dum, ex 
altera parte, rei indolcs quasdam conditiones suppeditat, quibus valores veri quan- 
tatum observatarım exacte e! necessario satisfacere debent. 

Attamen, re propius considerata, facile perspicitur, hun casum ab altero 
rovera essentialiter haud differre, sod ad eundem reduci posse. Designando sci- 
icet multitudinem quantitatum observatarum per =. multitudinem aequationum 
conditionalium autem per s, cligendoque e prioribus s—a ad lubitum; nihil 
impedit, quonıinus has ipsas pro elementis aceipiamus, reliquasque, quarum mul- 

s 
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titudo erit 0, adinmento aequationum conditionalium tamquam functiones ile- 
rum consideremus, quo pacto res ad suppositionem nostram reducta erit. 

Verum enim vero etiamsi hace via in permultis 
finem propositum perducat, famen negari non potest, cam minus genuinam, opc- 
raeque adeo pretium esso, problema in ista altera forma scorsim tractare, tanto- 
que magis, quod solutionem perelegantem admittit. Quin adeo, quum hace so- 
Iutio nova ad calculos expeditiores perducat, quam solutio problematis in statu 
priore, quotics s ost minor quam fr, sive quod idem est, quoties multitude, 
elementorum in commentatione priore per p denotata maior est quam jr. solu- 
ionem novam, quam in commentatione pracscnti explieabimus, in tal casu prao- 
ferre conveniet priori, siquidem nequationes conditionales e problematis indole 
absque ambagibus depromere licet. 


sibus satis commode ad 








2. 

Designemus per 7, u, v"etc. quantitates, multitudine =, quarum valores. 
per observationem innoteseunt, pendeatque quantitas incognita ab illis tali modo, 
ut per funetionem datam illaram, puta w. exhibeatur: sint porro 1 7, 1" etc. 
valores quotientium diferentialium 


du au 
Fre a 








“u 
valoribus voris quantitatum e, ®, «’ete. rospondentes. Quomadmodum igitur per 
substitutionem horum valorum verorum in fünctione u huius valor verus prodit, 
ita, sipro 6, U, sole. valores erroribus 4, €, «’ele resp. a voris diserepantes 
substituuntur, obtinebitur valor erroneus incognitae, culus error statui potest 


=le-+E+re+ ete, 





siquidem, quod semper supponemus, errores €, €, d’ete. tam exigui sunt, ut 
(pro funetione u non lineari) quadrata et producta negligere liceat. Et quamguar 
magnitudo errorum e, €, €’ele. incerta mancat, tamen incertitudinem tali in- 
cognitae determinationi inhaerentem generaliter acstimare licet, et quidem per 
errorem medium in tali determinatione metuendum, qui per prineipia commen- 
ationis prioris fit 








= ylllmm + Ten mn etc) 


ERRORISUS MINDIIS OBKOKLAN. 2) 


denotantibus m, m, m’etc. erforcs medios observationum, aut si singulae obser- 
vationes aequali incertitudini obnoxiae sunt, 


= mylUHTHTT+ ee) 
Manifesto in hoc caloulo pro 4,7, i” etc. acquali iure etiam eos valores quo- 
entium diferentialium adoptare liecbit, qui valoribus observatis quantitatum 
dr, v°etc. respondent. 


3 
Quoties quantitates v. d, v’ etc. penitus-inter se sunt independentes, in- 
ognita unico tantum modo per illas determinari poterit: quamobrem tune illam 
incertitudinem nullo modo nec evitare neque diminuere licet, et circa valorem in- 
ognitae ex observationibus deducendum nihil arbitrio relinquitur. 
At longe secus so habet res, quotics inter quantitates o, €, 0” eic. mutun 
dependentia intercedit, quam per a aequationes conditionales 





Z=0 etc. 





exprimi supponemus, denotantibus X, Y, Z etc. functiones datas indeterminn- 
tarım u, v"ete. In hoo cası incognitam nostram infinitis modis diversis per 
(combinationes quantitatum », d, 0” etc. determinare licet, quum manifesto Ioco 
fünetionis u adoptari possit quaecunque alla U ita comparata, ut U—u inde- 
finite evancscat, stawuendo X— 0, F=0, Z=.0 ei. 

In applicatione ad casum determinatum nulla quidem hine prodiret diffe- 
rentia respectu valoris incognitae, si observationes absoluta praceisione gauderent: 
sed quatenus hac erroribus obnoxiae manent, manifesto in genere alia combins- 
ti alium valorem incognitae afferet. Puta, loco erroris 











IcHle+re+ ic. 
quem functio u commiserat, iam habebimus 


Le+Le+L’e+ etc. 


ifanctionem U adoptamus, atquevalres quotientium diferetitium U, 47,40, 


ete. resp. per L, L, I ete. denotamus. Ft quamguam errores ipsos assignare 
nequeamus, tamen errores medios in diversis observationum combinationibus me- 
s. 
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tuendos inter se comparare licebit: optimaque commbinatio ea erit, in qua hie er- 
ror medius quam minimus eyadit. Qui quum fiat 


= ylLLmm+LLnm+L’Ln'n-+ etc) 





in id erit incumbendum, ut aggregatum LLmm+-Z’Lmn + L’Z’m'n + etc. 
naneiscatur valorem minimum. 


4 

Quum varietas infinita functionum U, quae secundum conditionem in art. 
praec. enunciatam ipsius u vice fungi possunt, eatenus tantumm hie consideranda. 
veniat, quatenus diversa systemata valorum coöfficientium Z, L, 2’ ote. inde 
sequuntur, indagare oportebit ante omnia nexum, qui inter euncta systemata ad- 
missibilia locum habere debet: Designemus valoros determinatos quotientium dif- 
ferentialium partialium 





ax 
ge etc. 


ar 
de etc. 


az 
we ar eteete. 





‚quos obtinent, si ipsis 0, #/ru’ ete. valores veri tribuuntur, resp. per 





a, a, a etc. 
BB Wet. 
&, €, etc. te. 


Patetque, siipsis v, , v’etc. accedere coneipiantur talia inerementa dv, dv, do’ 
etc., per quae X, Y. Zete. non mutentur, adeoque singulae maneant = 0, i.e. 
satisfacientin aequationibus 











adv+adv-taidı+ ete. 
do+bdy+Vär’+ ere 
dr+edr Heat etc. etc. 





etiam u— U non mutari debere, adeoque feri 
= 1-Dao+W—Lyav+ W"—L’)dv+ etc. 


FARORIBUR ums ORKOXIAR. s 
Hine facile concladitur, coeficientes Z, Z, L’ etc. contentos esse debere sub 
formulis talibus 

Has +bytert etc. 

Has +ly+es+ etc. 

Cheat öytes+ etc. 








ete., denotantibus z, y, z etc. multiplicatores determinaton. Vice versa patet, 
si systema multiplicatorum detorminatorum 2, y, = etc. ad lubitum assumatur, 
sermpor assignari posse functionem U talem, cui valores ipsorum 2, Z, Z7 ete. 
his aequationibus conformes respondeant, et quae pro conditione in art. pracc. 
enuneiata ipsius w vice fungi possit: quin adeo hoc infinitis modis diversis efici 
posse. Modus simplicissimus erit statuere U= ut X+yP+22+ etc; 
generalius statuere licet U=uteX+y Y+zZ+ etc. Hu. denotante w 
talem functionem indeterminatarum 7, v, v" etc., quae semper evaneseit pro 
X=0, Y=0, Z=0etc., et cuius valor in casu determinato de quo agitur 
At maximus vel minimus. Sed ad institutum nostrum nulla hinc oritur differentia. 








Facile im erit, multiplientoribus 2. y. = ete. valores tales tribuere, ut 
aegregatum 
LLmm+LLnm+L’Lnn+ etc. 
assequatur valorem minimum. Manifesto ad hune finem haud opus est cognitione 
errorum mediorum m, m, m“ete. abtoluta, sed sufleit ratio, quam inter se 1e- 
nent. Introducemus itaque ipsorum loco pondera observationum  p, p, p ei. 
i.e. numeros quadratis mm, min’, m’m" etc. reciproce proportionales, pondere ali 
cuius observationis ad lubitum pro unitate acoepto. Quantitates z,y, zetc. ita- 
que sic determinari debebunt, ut polynomium indefinitum 


BETTEN EREITELEITEN HR Herr 
» r r 














[ren E202 











+ etc. 


naneiscatur valorem minimum, quod fieri supponemus per valores deferminatos 
Ay? cie. 
Introducendo denotationes sequentes 
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+ ote. = [ae 
+ etc = [bi] 
+ ei. = fe] 
ed = 
Hätte) 
etc. nee non 


eier jew 
ra 
ser 

HLRLET cn = [Bi] 


+EE + 0 = [el 





ete. 


mnanifesto conditio minimi requirit, ut fiat 
(aaa Hally’+[acz’+ etc. Hal] 
0 = fab]a® +{bbIy’+[BeJe'+ etc. +H[bl] 
ala +[bAyP+[ecl* + etc. +let] 






a 
etc. 


tionem hine derivatae sunt, 





Postquam quantitates 2°, 9%, = ete. por eli 
tuetur 










art tert ei Hi =L 
ty+erteie + t=L| 
+ +erH+ ec HL 

ee. 


His ita factis, functio quantitatum v, d, »’ etc. eaad determinationem incogni- 
tae nostrae maxime idonea minimaeque incertitudini obnoxia erit, culus quotien- 
tes differentiales partiales in casu determinato de quo agitur habent valores 
L. L. I’ ete, resp., pondusque hulus determinationis, quod per P denotabi- 
mus, erit 
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+ 


sive } erit valor poljnomii supra allati pro co systemate valorum quantitatum 
3.9. ete., per quod aequntionibus (1) satisfit, 


6. 

In art. pracc. cam fünctionem U dignoscere docnimus, quae determinationi 
maxime idoneae incognitae nostrae inservit: videamus jam, quemnam valorem in- 
cognita hoc modo assequatur. Designetur hie valor per FC. qui itaque oritur, si 
in U valores observati quantitatum p, #, d’etc. substituuntur; per eundem sub- 
stitutionem obtineat fünctio u valorem A; denique sit x valor verus incognjtae. 
qui proin e valoribus veris quantitatum v, #, 0° etc. proditurus esset. si hos vel 
in U vel in u substituere possemus. Hine itaque erit, 


k=u+le+le+ld+ete. 
K=x+Le+Le+LTH+ eis, 








adeoque 
K 





ME-NeHB-PEHEN)E+ etc. 


Substituendo in hac aequatione pro 4, LT, I. 
statuendoque 





te. valores ex (2), 


be+öc+se + ac. = 8 
[3 





aetae+ad+ etc. = U 
} “ 


eetee+ee+ etc, 
etc., habebimus 





KaktUP+BypıHsr et | 


Valoros quantitatum 4, ®, © etc. per formulas (4) quidem calculare non possu- 
mus, quum errores e, e, €’ etc. maneant incogniti; at sponte manifostum en 
illos nihil aliud esse, nisi valoros fünctionum X, Y, Zete., qui prodeunt, si pro 
1.0, 0°ete. valores observati substituuntur. Tloc modo systema aequationum 
(9. (9. &) completam problematis nostri solutionem exhibet, quum ea, quae in 
fine art. 2. de computo quantitatum 1,2, 2” ete , valoribus observatis quantita- 








“4 UPFLENMENTUN THRORLAK COKBINKTIONIS OBSERVATIONEN 


tum vv, 4° te. superstruendo monuimus. manifesto acguali iure ad computum 
quantitatum a, a, a" ote. b, 5, B’ etc. ote. extendere. 





1 
Loco formulae (3). pondus determinationis maximne plausibilis exprimentis, 
plures aliae exhiberi possunt, quas evolsere operae pretium eri 
Primo observamus, si aequationes (2) resp per 2. & 
tur et addantur, prodire 


[aa}a’+[ab}y’+[acl’-+ ete. 
Pars ad Iaevam fit 
tamys: habemus itaque 
(az 
Multiplicando porro nequationes (2) deinceps per #, %,, #.ete., etaddendo, 





ete. multiplicen- 





2 


4 


+F+SE+ etc. 











‚ Partem ad dextram iuxta analogiam per [aZ) deno- 


0, et prorsus simili modo [BZ) — 0, [eZ] 








ı 


Denique multiplicando aequntiones (2) deineeps per #, 


dendo, pervenimus ad expressionem terfiam ponderis 
P= GF+BNF HEFTE 
si ad instar religuarum denolationum statuimus 
u, 
. ++ 
Hinc adiumento aequationum (1) face fit transitus ad erpressionem quartam, quam 
ita exhibemus: 





+ea {il 





- (jr (yy 
—2[abjary? — 2[acjar 2° 
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8. 

Solutio generalis, quam hactenus explicavimus, ci potissimum casui adaptata 
est, ubi ma incognita a quantitatibus observatis pendens determinanda eat. Quo- 
ties vero plures incognitae ab fisdem observationibus pendentes valores maxime 
plausibiles exspectant, vel quoties adhue incertum est, quasnam potissimum in- 
cognitas ex observationibus derivare oporteat, has alia ratione pracparare conve- 
niet, cuius evolutionem jam aggredimur. 

Considerabimus quantitates #, y, zei. tamquam indeterminatas, statuemus 








als+ By +bde+ ei. —n 
lals+Bely-+ legst ee. =L 


ete., supponemusque, per eliminstionem hinc sequi 
(aalt+ [aBn+iaylc+ ete. ;} 
0) 


[+ ladly-Haee-t et. $ 
} “ 





Bals+WEn+lEYICH er =y 
halt+lröln+r]S+ ete. 





eie. 


Ante omnia hie observare oportet, co8flicientes symmetrice positos neces- 
sario nequales fieri, puta 


(6a) = [a8] 





quod quidem e theoria generali eliminationis in aequationibus linearibus sponte 
sequitur, sed etiam infra, absque illa, directe demonstrabitur. 
Habebimus itaque 


= -[aa). emzenine) 
0) 





y= -ia8).{al)—(68).6)—[6y).[e2)— etc. 
2 = -{ay].[a—[67].B)—IrN.ell— ee. 









unde, si statuimus 


os SUPPLEMENTUM TIROKAE COMBINATIONIS OBSERVATIOKUN 


(aa]&+[a6]®-+[ay]C-+ etc. 
BIA+HLBEICHEYICH etc. } @) 
era+HENO-+{nCH+ eu. = C 





ete., obtinemus 
K= 





— Afal]—B[bl)— O[e)— exe. 
vel si insuper statuimus 


aA +bB+eC+ er. —pı 
jALEB+EC+ en. = pr }on 
AH B+ECH etc = pe) 









K=k-k—t-tr— ee. (1) 


%. 
Comparatio sequationum (7), (0) docet, quantitates auxiliares A, B, C etc. 
esse valores indeterminataram 2, 9, # etc. ‚rospondentes valoribus-indetermina- 
tarım & 7, Getc. his 5= 4, =D, (= Eote., unde patet haberi 
(aa) A+{ab] B+[ad]C+ er. = 4 
(a A+ [BB B-+ [be] C-+ ete. s) [(£) 
lelA+BeB+[e]C+ ei. = € 


ete. Multiplicando itaque aequationes (10) resp. per 
obtinemus. ” 














&.Heie. er addendo, 


A-artaltad+ ei. 





Bu beHiehie oe (1) 


S=eeteetert ot. 
etc. Iam quum X sit valor functionis X, si pro #, vv’ etc. valores observati 
substituuntar, facile perspicietur, si his applicentur correctiones —&, —€, —e” 
ete. resp., functionem X hino adepturam esse valorem 0, ct perinde function. 








ARORINS MININIS ORNOXTAR. e7 


Y, Zete. hine ad valorem eranescentem reduetum iri. Simili ratione ex aequa- 
one (11) eolligitur, K' esse valorom funetionis u ex eadem substitutione emer- 
gentem. 

Applicationem correotionum —e, —ı 
mus observationum compensationem, manifestoque deducti sumus ad conelusionem 
gravissimam, puta, observationes co quom docuimus modo compensatas omnibus 
aequationibus conditionalibus exacte satisfacere, atque enilibet quantitati ab ob- 
servationibus quomodocunque pendenti eum ipsum valorem conciliare, qui ex ob- 
servationum non mutatarum combinatione maxime idonea emergeret, Quum'ita- 
que impossibile sit, errores ipsos e, €, €’ etc. ex acquationibus conditionalibus 
eruere, quippe quarum multitado haud suflcit, saltem errores mazime plausihiles 
nacti sumus, qua denominstione quantitates €, €, €” etc. designaro licebit. 











10. 

Quum multitudo observationum maior esse supponatur multitudine ae- 

quationum conditionalium , praeter systema correctionum maxime plausibilium 

€ etc. infinite multa alia inveniri possunt, quae aeguntionibus con- 

ditionalibus satisfaciant, operaeque pretium est indagare, quomodo hace ad il- 

Tud se habeant. Constituant itaque —E, —E', —E”etc. tale systema a maxime 
Plausibili diversum, habebimusque 


aE+aE+aE+ ct. — 8 
BEHVE-VE'+ etc. = 8 
eE+eE+eE+ etc. 








ete. Multiplicando has aequationes resp. per A, B, C’ete. et addendo, obtine- 
mus adiumento aequationum (10) 


PeE+pEE+PEE"+ etc. — AU+BB+ 064 etc. 
Proraus vero simili modo aeguationes (13) suppeditant 
Pest Pech ec+ etc. = AU+BB+CE-H etc. (14) 
ione haram duarım aequationum facile deducitur 
PEE+pEE-+pE'E'+ etc. 
= pietpedhptc+ le. +p(E-N+pE-e HPIE—E)'+ 0tc 
o. 


E combi 





os SUPFLEMENTUN TURONIAE COMBIKATIONIS OBSERYATIONUM 


Aggregatum pEE-+pE’E+p'E’E’+ ete. itaque necessario maius erit aggre- 
gato pec-HpeeHp’c”+ ete., quod enuntiari potest tamquam 

Tronzua. Aggregatum quadratorum correctionum, per quas observationes cum 
aeguationibus eonditionalibus conciliare licet, per pondera obseroationum resp. multi- 
plicatorum, fü mininum, si correctiones maxine plausibiles adoptantur. 

‚Hoc est ipsum principlum quadratorum minimorum, ex quo etiam aegun- 
ones (12), (10) facile immedinte derivari possunt, Ceterum pro hoc aggregato 
minimo, quod in sequentibus per 8 denotabimus, aequatio (14) nobis suppeditat 
expressionem YA+BB-+08-+ etc. 





1. 

Determinatio errorum maxime plausibilium, quum a oo8flicientibus 4,1, 1" 
etc. independens sit, manifesto praeparationem commodissimam sistit, ad quem- 
vis usum, in quem observationes veriere placuerit. Praeterea perspicuum est, ad 
lud negotium haud opus esse eliminatione indefnita seu coguitione co8fficientium 
(aa). [a6] etc., nihilgue aliud requiri, nisi ut quantitates auxilinres A, B, Ceic., 
quas in sequentibus correlata aequntionum conditionalium X= 0, Y= 0, z=0 
etc. vocabimus, ex aequationibus (12) per eliminationem definitam eliciantur at- 
que in formulis (10) substituantur. 

Quamquam vero haec methodus nihil desiderandum linquat, quoties quan- 
ttatum ab observationibus pendentium valorcs maxime plausibiles tantammodo 
requiruntur, tamen res secus se habere videtur, quotics insuper pondus alicuius 
determinationis in votis est, quum ad hunc finem, prout hac vol illa quatuor ex- 
Pressionum supra traditarum uti placuerit, cognitio quantitatum Z. Z, L’ eic., 
vel saltem oognitio harum 2°, y', =" ete. necossarin videntur. Hac ratione utile 
erit, negotium eliminationis accuratius persorutari, unde via facilior ad pondera 
quoque invenienda se nobis aperiet. 


12. ; 
'exus quantitatum in hac disquisitione occurrentium haud parum illustra- 
tur per introductionem functionis indefinitae secundi ordinis 


+ etc + 








laalec+ 2{abjzy+2 





quam per 7° denotabimus. Prim statim obvium e 
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ertäyken PENPEREEENORRFOETER.ERN 
rttyens mp eetipientunn  Werrsster (ie) 


Porro patet, esse 

T=et+tyn+zl+ te. ce) 
et hie denuo 2, y, zeic. adiumento aequationum (7) per & 1, Get. expri- 
muntur, 


T 





laa]t+2[a8]in+2[ayJEc+ ete. +[6ö]nn+2[6ynC-+ etc. 
++ etc. 
Theoria supra evoluta bina systemata valorum determinatorum quantitatum 
2.y. zete., atque &1,Lete. continet; prior), in quo =, y=y),r=?ete. 
8= al), n=— Bl], L=—[ef] ete., respondebit valor ipsius T hie 


T-m-} 


quod vel per expressionem tertiam ponderis P cum aequatione (10) comparatam, 
vel per quartam sponte elucet; posteriori, in quo #= 4A, y=B, z= (etc. 
atque =, n=B, (=Eete., respondet valor T=8, uti vel e formulis 
(10) et (15). vel ex his (14) et (10) manifestum est. 

















1. 
lam negotium prineipale consistit in transformatione functionis 7 ei simii 

quam in Theorin Motus Corporum Coelestium art. 192 atque fusius in Disguisi- 

tione do elementis elliptici Palladis exposuimus. Seilicet statuemus (17) 

(a 











B.)=By— 
Be) = ik 
Ba) Ba) 
eie. 

(an =tl Er Bel 





en ou 


[eay _ BA? _fedar 


was aa la — lee 





” SUPPLEMENTUM TIERORIAK COMEIKATIONIS OBSERYATIONUM 


ete. eie. Dein statuendo*) 
Bbly+lde.1]s+[dd,1]w-+ etc. 
(ea. 2)e+led,2}w+ ete. 
(da, 3]0-+ etc. 
etc., erit 











Galg_ Beil, 
een) 
Teh3]er 


iz 





Facile iam omnes formulac ad propositum nostrum necessariae hine desu- 
muntur. Seilicet ad determinstionem correlatorum A, B, C etc, statuemus (18) 


v=9-da 
»g_ eg _ Beige 
8 0-Kja-iio 





ete., acdein A, B, C, Dete. eruentur per formulas sequentes, et quidem or- 
dine inveroo, incipiendo ab ultima, 


A+[ab]B +Hac)O +ad)D +. = a 
BB B+Be. JC+BEND+ eu = B 
lea 2]C+[ed,2]D+ etc. = € 
[d4,3)D-+ etc. = D” 

etc. 





as) 





1) In pronedentibun sulcere poteran tern tere ro var sytemaiibus quest ad irn pri 
mus aequaiones onältinalen rferendae: hoc voro Io, ur algerlhmi ln earus ect, quartam adiun- 
ger vum ent; ei quum In srl natural las a, ber 4, B, Ci U 8, spontemgunatur d. D,D in 
fire 2.2, dehiente aphabeto, arpam mon inhae 4,8 han pe 











UBORmMUS MINDEIS ORNOXIAR. a 
Pro aggregato S autem habemus formulam novam (20) 


e,ce, rm 
starteten 





Denique si pondus P, quod determinationi maxime plausibili quantitatis per 
functionem u expressae tribuendum est, desideratur, faciemus (21) 


4,1) [eöjte) 
Buy= une 
N _ leolel) _ Beıfakı 
(E12) = en Wa _ Bet 
= le Ledlfet) _ [Ba 1][8h 1) ‚alle 3) 
a, = (al) ea task 


eic., quo facto erit (22) 








—kesap _ gan _ 
m a er 


Formulae (17)... (22), quarum simplicitas nihil desiderandum relin- 
quere videtur, solutionem problematis nostri ab omni parte completam exhibent. 


e 
a la > u 


14. 

Postquam problemata primaria absolvimus, adhuc quasdam quaestiones se- 
cundarias attingemus, quae huic argumento maiorem Jucem affundent. 

Primo inquirendum est, num eliminatio, per quam #.9,2ete. ex &,n,Cete. 
derivare oportet, umguam impossibilis fieri possit. Manifesto hoc eveniret, ei 
functiones #7. Ste. inter se haud independentes essent. Supponamus itaque 
aliquantisper, unam carum per religuas iam determinari, ita ut habeatur aequn- 
to identica 











aitönhri+ ee. = 0 
denotantibus a, 6, yete. numeros determinatos. Frit itaque 


alaa)+Blab) + rlacl+ etc. = 0 
afab] +8) +7[de]+ ec. = 0 
alac+S[be)+rled+ eu. = 0 





etc., unde, si statuimus 


” SUPFLEMERTUN TLONIAE COMBIKATIONIS ODSERYATIOSEH 


aa +öb+rc+ ei. = ph 
SC+rE+ et. = PU 
ad+ö+ rc + ep 








ete.. sponte sequitur 
+++ etc. = 0 
BOHEUHIT+ etc 
IH EU +EU+ ei. 





ete., nec non 





POHPUTHZTCH te. = 
quse aeguntio, quum omnes p. pp" etc. natura sua sint quantitates positivae, 
manifesto consistere nequit, nisi fuerit 0= 0, 1= 0, P=0ete. 

Jam consideremus valores differentialium completorum dX, dY, dZ ete. 
respondentes valoribus üs quantitstum », u, x" etc., ad quos referuntur observa- 
tiones. acc differentialia, puta 

ade+adv-ta'dv'+ ei. 
bav+ Far+ Far’+ etc. 
edu+edrtedr+ etc. 








eie., por conelusionem, ad quam modo delati sumus, inter se ita dependentia 
erunt, ut per a, 6, Yotc. resp. multiplicata aggregatum identice evanescens pro- 
Aucant, sive quod idem est, quodvis ex ipsis (cui quidem respondet multiplica- 
tor @, 6, yelc. non evanescens) eponte evanescet, simulac omnia religua eva- 
nescere supponuntur. Quamobrem ex aequationibus conditionalibus X = 0. 
0. Z=0etc., una (ad minimum) pro 'superflua habenda est, quippe cui 
sponte satisft, simulac reliquis satisfactum est. 

Ceterun si res profundius inspieitur, apparet, hane conchusionem per se 
tantum pro ambitu Infinite parvo variabilitatis indeterminatarum valere. Scili- 
et proprie duo casus distinguendi erunt, alter, ubi una aeguntionum conditiona- 
lium X= 0, Y= 0, Z==0 etc. absolute ct generaliter iamiarı in reliquis con- 
tenta est, quod facile in quoyis casu averti poterit; alter, ubi. quasi fortuito, pro 
fin valoribus eoneretis quantitatum +. d, v° ete.. ad quos obserrationes referun- 
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tur, una functionum X, Y, Zete. eg. prima X, valorem maximum vel mini- 
num (vel generalius, stationarium) naneiscitur respectu mutationum omnium. 
s quantitatibus 7, @° ete., salyis aequationibus = 0, Z= 0 ete., ap- 

aus. Attamen quum in disquisitione nostra variabilitas qui 
tantummodo intra limites tam arctos consideretur, ut ad instar infinite parvac 
ractari possit, hio casıs secundus (qui in praxi vix umquam occurret) eundem 








itatım 








efectum habebit, quem priinus, puta una aequationum conditionalium tamquam 
superflun reiieienda erit, cortique esse possumus, si omnes aequationes conditio- 
nales retentue eo sensu, quem hie intelligimus, ab invicem independentes sint, e 
Coterum disquisitionem uberiorem, qua 
hoc argumentum, propter theoreticam subtilitatem potius quam practicam utili- 
tatem haud indignum est, ad aliam ocensionem nobis roservare debemus, 








minationem necessario fore possibile 





In commentatione priore art, 37 sqq. methodum docuimus, observationum 
praceisionem a posteriori quam proxime eruendi. Seilicet si valores approximati 
= quanlitatum per observationes acquali praecisione gaudentes innotuerunt. et 
cum valoribus ii comparantur, qui e valoribus maxime plausibilibus 9 elemen- 
torum, a quibus illae pendent, per calculum prodeunt: differentiarım quadrata 
addere, aggregatumque per #—p dividere oportet, quo facto quotiens conside- 
valor approximatus quadrati erroris medii tli observationum 
Quotics observationes inequali praceisione gaudent, hacc 
Praecepta eatenus tautum mutanda sunt, ut quadrata ante additionem per obser- 
vationum pondera multiplicari debeant, errorque medius hoc modo prodiens ad 
observationes referatur, quarum pondus pro unitate accaptum est 

Iam in tractatione pracsenti illud aggregatum manifesto quadrat cum aggrc- 
gato 8, differentinque 
quamobrem pro errore medio observationum, quarım pondus = 1, habebimı 
expressionem y, quao determinatio co maiore ide digns erit, quo maior fuerit 
numerus 0. 





















generi inhaerentis 


g cum multitudine aequationum conditionalium «, 








Sed operae pretium erit, hoc etiam independenter a disquisitione priore sta- 
bilire. Ad hune finem quasdam noyas denotationes introducere conveniet. Sci- 
icet respondeant valoribus indeterminstarum & 7 Cetc. his 

10 





1 SUPPLAMENTUN TREORIAE COMDINATIONIS ONSERVATIONUN 


get. 





valores ipsarum x, y, z etc. hi 





a=a, y=ß, z=yem. 


ita ut habentur 


«= alaa)+bjaß]-Helay)-+ cte. 
5 = afaß]-+b[68]+e[öy)+ ete. 
alay]-bBY) Heirn-+ ste 





ete. _Perinde valoribus 











& © etc. 
respondere supponemus hos 

Ei Ye. 
neo non his 
sequentes 
et sic porro. 


His positis combinatio aequationum (1), (0) suppeditat 


A=artae+de+ ce 
B=Gc+Bc+BtcH ee. 
C=ye+re+Yc+ cte. 
AAHBBHECH eic., patot feri 








ete. Quare quum habentur 





S= (actaetac+ co) (ae+ae+ae+ etc) 
+be+bc+te+ etc) (Be+BetB'c+ cte) 
+leetee+ee+ etc) Ye+Ye+Ye+ cte)+ ei. 





16. 
Institutionem observationum, per quas valores quantitatum  v, 
erroribus fortuitis ee, €" ete. affeotos obtinemus, considerare possumus tamquamı 





or ete. 


BUBoRIBUS aus onsoxtar- © 


experimentum, quod quidem singulorum errorum commissorum magnitudinen 
, valo- 





docere non valet, attamen, praeceptis quae supra explicarimus adhibi 
rem quantitatis $ subministrat, qui per formulam modo inventam est funcı 
illorum errorum. In tali experimento errores fortuiti utique alii maiores alii 
‚nores prodire possunt; sed quo plures errores concurrunt, co maior spes aderit, 
volorem quantitatis S in experimento singulari a valore suo medio parum de- 
Yinturum esse. Roi cardo itaque in co vertitur, ut valorom medium quantitatis 
8 stabiliamus. Por principia in commentatione prioro exposita, quae hie repetere 
superfiuum esset, invenimus hune valorem medium 












‚a+bötertotemm+ [dab +ey+ete) mn 


Ha +86 ++ te )mim+ete. 





Denotaudo errorem medium observationum talium, quarum pondus = 1. per 


ita ut sit up = pmm = pin'm' = y’n'n? etc. expressio modo inventa ita exhi- 
beri potest: 


EHRT ee HEHE + ete)en 
HH SH SE + ee) aut etc. 








? 





Scd aggregatum ++ 7er etc. invenitur 
= (aa].(aa]-+-[ad}.(a6]-Hael.[ay)+ etc. 
1, uti e nexu nequationum (9), (7) facile intelligitur. Perinde fit 





adeoque 





et sie porro 
Hine tandem valor medius ipsius $ ft = spp, quatenusque igitur valo- 
rem fortuitum ipsius $ pro medio adoptare licet, erit 1 — 








17. 

Quanta fides huic determinationi habenda sit, düiudicare oportet per erro- 

rem medium vel in ipsa vel in ipsius quadrato metuendum: posterior erit radix 
10° 


{O TUBORIAR CONNINATIONIE ODSERFATIONEM 





” Serra 


quadrata valoris medii expressionis. 





euius evolutio absolvetur por ratiocinia similia iis, quae in commentatione priore, 
artt. 39.599. exposita sunt. Quibus brevitatis caussa hie suppressis, formulam 
ipsam tantum hie apponimus. $ 

un metmendus exprim 





ieet error medius in determinatione quadrati 








denotante »* yalorem medium biquadratorum errorum, quorum pondus == 1. nt- 
que N aggregatum . 


(aa+böFer tete)’ Haut BE Hey +eie. 





(a +UB+ey+ete)tete 





Hoc aggregatum in genere ad formam simplieiorem reduei nequit, sed simili modo 
ut in art. 40 prioris commentationis ostendi potest, eins valorem semper contin 

et ©. In hypothesi ea, cui theoria quadratorum minimorum ab 
Ri r 
por formulam YS determinato, 














initio superstrücta erat, terminus hoc aggregatum continens, propter * 
omnino exeidit, praeeisioqu 
tribuenda est. endem erit, acsi ex a erroribus exucte cognitis secundum artt. 15.10 
erutus fuisset. 





quae errori mei 





"s 
Ad compensationem observationum duo, ut supra vidimus, requiruntur: pri- 
mum, ut aequationum conditionalium correlata, i. e. numeri A. BC etc. ac- 
quationibus (12) satisfacientes eruantur, secundum, ut hi numeri in aequati 
bus (10) substituantur. _Compensatio hoc modo prodiens diei poterit perfecta seu 
completa, ut distinguntur a compensatione imperfecta seu manca; ha scilicet de- 
‚nominatione designabimus, quae resultant ex üisdem quidem acquationibus (10), 
sed substratis valoribus quantitatum A, B, Cete., qui non satisfaciunt aequatio- 
nibus (12), ie. qui vel parti tantum satisfachunt vel nullis. Quod vero attinet ad 
tnles obserrationum mutationes, quae sub formulis (10) eomprehendi nequeunt, 
a disquisitione praesenti, nec non a denominatione compensationum exclusae 
sunto. Quum, quatenus uequationes (10) Tocum habent, acquationes (1 
(12) omnino sint aequivalentes, lud diserimen ita quoque enuneiari potest: Ob- 











ipsis 











IRRORINOS STKOIIS OBKONIAR- a 


servationes complete compensatae omnibus aequationibus conditionalibus X — 0, 
Y—0, Z=0.ete. satisfaciunt, incomplete compensatao vero vel nullis vel sal- 
tem non omnibus; compensatio itague, per quam omnibus nequntionibus conditio- 





us satisfi, 





‚cessario est ipsa eompleta, 


". 

Tam quum ex ipsa notione compensationis sponte sequatur. aggregata dun- 
rum compensationum iterum constituere compensationem, facile perspieitur. ni- 
hil interesse, utrum praccepta, per quae compensatio perfecta eru 
mediate ad observationes primitivas applicentur, an ad observationes incomplete 





da est, im- 





iam compensutas. 
Revera constitunnt —D, —#', —0° etc, systema compensationis incot 
pletae. quod prodierit e formulis (T) 
0p = Aa +B+C'c+ ei. 
Yp = Aa +BWH OrCH cie 
AB 0CH etc. 











Quum observationes his compensationibus mutatae omnibus acquationibus con- 
ditionalibus non satisfacere supponantur, sint A, 8%, €" etc. valores, quos 
X. Y. Z ete. ex illarım substitutione naneiscuntur. Quaerendi sunt numeri 
AU B', C* ete. aequationibus (IT) satisfacientes 

Alan] + B’[ab]+ C*[ac]+ etc. 

3 = A’tab] + B*{bl) + C*{be)+ etc. 

© = Afac)+B’e]+ C*fed+ etc 











ete.. quo facto compensatio completa observationum isto modo mutatarum effici- 
tur por mutationes novan —x, —#. — ote., ubi x. x, X.cte. eomputandae sunt 
per formulas (111) 

xp = Aa +B'b +0'c+ ei 

zp = Aa +BE+O'E+ cc. 
+ BUHO'CH ete 





etc. Inm inquiramus, quomado has correctiones cum compensatione completa 


18 SUPFLEMENTUN TIRONLAE COMUIKKTIONIS OBSERYATIONEN 





etc. Substituendo in his aequationibus pro 0, W', 0” ete. valores ex (I), neo non 
', 8", €* etc. valores ex IL, invenimus 

(4a) +B'+B")a) +(0°4C)jael-+ ie. 

{4°+ 4°) [a] +(B°+B*) {HC +0") Ibe)-+ etc. 

(+ AN)lac)+B+B) BEI +(0+ON)lec)+ ete 











ete., unde patet, correlata aeguationum conditionalium aequationibus (12) satis- 
facientin esse 


A= 444 





B=B'LB,, C=0'40° ow. 





Hine vero aequationes (10), Tet III do 

Fr 
i. e. compensatio observationum perfecta eadem prodit, sive immediate compute- 
tur, sive mediate proficiscendo a compensatione manca. 





e=0+%, +7 ete. 


20. 

Quotics multitudo aequationum conditionalium permagus est, determinatio 
„eorrelatorum A, B, Cote. per eliminationem directam tam prolixa evadere potest, 
ut calculatoris patientin 
Fit, compensationem completam por approximationes successivas adiumento theo- 
les in duns plu- 
aequationibus primae 
dlassis satisfit, neglectis reliquis. Dein Lractentur observationes per hanc- com- 
n mutatae ita, ut solarum aequationum secundae classis ratio habeatur. 
er loquendo applicatio secundi compensationum systematis consensum 
cum aequntionibus primae elassis turbabit; quare, si dune tantummodo classes 
fuctae sunt, ad acquationes prinae elassis revertemur, tertiumque systema, quod 
huie satisfaciat, eruemus; dein observationes ter correctas compeı 





impar sit: tune saopenumero commodum esse pote- 





rematis art. praec. eruere. Distribuantur aequationes condi 
resve classes, investigeturque primo compensatio, per quaı 















TRnOnIUS NnCDcs OnxoxLAe. 1) 


subiieiemus, ubi solae aequationes secundae classis respieluntur. Ita alternis vi- 
eibus, modo priorem elassem modo posteriorem respieientes, compeı 
inuo decrescentes obtinebimus, et si distributio seite adornata füerat, post pau- 
cas iterationes ad numeros stabiles perveniemus. Si plures quam dune elasses 
factae sunt, res 
venient, post ultimam iterum prima et sic porro. Scd sufficiat hoc loco, hunc 
moduın addigitavisse, cuius efficacia multum utique a seita applicatione pendebit. 








modo se habebit: classes singulae deinceps in computum 


a. 
Restat, ut suppleamus demonstrationem lommatis in art. $ suppositi, ubi 
tamen perspicuitatis caussa alias denotationes huie negotio magis ndaptatas adhi- 
bebimus 
si 
tionibus 





taque >, a, 2%, 2” etc. indeterminatae, supponamusque, ex aequa- 


nat ot. — X 
Ent ce. = X 
+ etc. 
Ent etc. 


etc. 








sequi per eliminationem has 
NOXCHNUXHN®XHNSXT+ cie 
NPX+NUXNUX'HNUXTH cic. 
NEXOHNUXHNEXHNPXTH a" 
NOXLNUXHNTXHNEXTH oe. = a” 
eic. 





Substitutisitaque in aequntione prima et secunda secundi systematis valo- 
ribus quantitatum X, X’ X”, X” etc. e primo systemate, obtinemus 
Pe NOW + cie) 
HN HH etc) 
HN en + etc) 
HN nd etc.) etc 





so SUPFLEMEKTUN TIKORLAE COMLINATIONIS ONSLUN TIONEN 





NH tn + etc) 
+ etc) 
Ha + etc) 

Baar + etc.) etc. 





Quum utraque aequatio manifosto esse debent aequatio identicn, tum in 
Ppriore tum in posteriore pro a”, «' 2”, “etc. valores quoslibet determinatos sub- 
stituero licebit. Substituumus in priore 


un", 





in posteriore vero 


2=N®, 





His ita factis subtractio produeit 


(nenn 





nen 








inene—yı 
+ ei. 

En nn u) 
+ N NS) 
+ etc. 

+NeN®- 
+ ete. et 





ve) 








quae aequatio ita quoque exhiberi potest 


Ne_x: 





Sn It va) (rt no 


denotantibus @G omnes combinationes i 
ne colligitur, si fuerit. 





zum inaequali 








sive generaliter a" — 





fore etiam 
x“ 








ERnORIBUS MIynIS OBNOXLAE. Ei 


Et quum ordo indeterminatarum in aequationibus propositis sit arbitrarius, ma- 
nifesto in illa suppositione erit generaliter 


Nine 





m. 





ionem imprimis fro- 





Quum methodus in hac commentatione exposita appli 
quentem et commodam inveniat in calculis ad geodacsiam sublimiorem pertinen- 
bus, lectoribus gratam foro speramus illustrationem praeceptorum per nonnulla 
exempla hinc desumta. 

Acquntiones conditionales inter angulos systematis triangulorum e triplici 
Potissimum fonte sunt petendne. 

1. Aggregatum angulorum horizontalium, qui circa eundem verticem gy- 
rum integrum horizontis complent, acquare debet quatuor rectos. 

IT. Summa trium angulorum in quovis triangulo guantitati datae acgı 
est, quum, quotics trinngulum est in superfieie eurva, excessum illius summae 
Supra duos rectos Lam accurate compütare liccat, ut pro absolute exacto haberi 
possit, 

TU. Fons tertius est ratio Jaterum in triangulis catenam clausam formanti- 
bus. Seilicet si series triangulorum ita nexa est, ut sccundum triangulum habeat 
latus unum a commume cum triangulo primo, aliud 5 cum tertio; perinde quar- 
tum triangulum cum tertio habeat Jatus commune c, cum quinto latus commune 
d, et sie porro usque ad ultimum triongulum, cui cum praccedenti latus commune 


et cum triangulo primo rursus Jatus Z, valores quotientium 5, 4, 5, F....4> 











it 
innotescent resp. e binis angulis triangulorum successivorum, ateribus commu- 
nibus oppositis, per methodos notas, unde quum productum illaram fractionum 
feri debeat = 1, prodibit aequatio conditionalis inter sinus illorum angulorum, 
(parte tertia excessus sphaerici vel sphacroidici, si triangula‘sunt in superficie 
curva, ‚resp. diminutorum) 

Coterum in systomatibus triangulorum complicatioribus saepissime aceidit, 
ut aequationes conditionales tum secundi tum tertüi generis plures se offerant, quam 
retinere fas est, quoniam pars earum in reliquis jam contonta est. Contra rarior 
erit easus, ubi aequationibus conditionalibus secundi generis adiungere oportet 
aequationes similes ad figuras plurium laterum spectantes, puta tune tantum, ubi 

u 











3 . SUPPLEMENTEN THEORIE COMDINATIONIS ODSERVATIONEN 


Polygona formantur, in triangula per mensurationes non divisa. Sed de his rebus, 
ab instituto praesenti nimis alienis, alia oceasione fusius agemus. Silentio tamen 
praeterire non possumus monituin, quod theoria nostra, si applicatio pura atque 
rigorosi in votis est, supponit, quantitates per v. v, 0° etc. designatas revera vel 
immediate observatas esse, vol ex observationibus ita derivatas, ut inter se inde- 
pendentes maneant, vel saltem tales censeri possint. In praxi vulgari observan- 
tur anguli triangulorum ipsi, qui proin pro, u, 0” eie. aceipi possunt; sed me- 
mores esse debemus, si forte systema insuper contincat triangula talia, quorum 
anguli non sint immediate observati, sed prodeant tamquam summae vel differen- 
ine angulorum rovera observatorum, illos non inter observatorum numerum rofe- 
rendos, sed in forma compositionis suae in caleulis retinendos essc. Aliter vero 
res so habebit in modo observandi ei simili, quem sequutus est elar. Sraove 
(Astronomische Nachrichten II, p. 431). ubi directiones singulorum Iateram ab co- 
dem vertice profieiscentium obtinentur per comparationem cum una eademque di- 
rectione arbitraria. "Tune scilicet hi ipsi anguli pro r. #, ı’ete. accipiendi sunt, 
quo pacto omnes anguli triangulorum in forma differentiarum se offerent, aegun- 
tionesque conditionales primi generis, quibus per rei naturam sponte satisfit, tam- 
quam superflune cessabunt. Modus observationis, quem ipse sequutus sum in 
dimensione triengulorum annis praecedentibus perfecta, differt quidem tum a 
priore tum a posteriore modo, attamen respectu effectus posteriori acquiparari 
potest, ita ut in singulis stationibus directiones laterum inde profieiscentium ab 
initio quasi arbitrario numeratas pro quantitatibus v, v, u” etc. aceipere oporteat. 
Duo iam exempla elaborabimus, alterum ad modum priorem, alterum nd poste- 
viorem pertinens, 


















» 

Exomplum primum nobis suppeditabit opus clar. nr Kaavasnor, Pröcis 
'historique des opdrations trigonomötriques faites en Hollande, et quidem compensa- 
oni subiiciemus partem eam systematis triangulorum-, quae inter novem puneta 
Harlingen, Sneek, Oldeholtpade, Ballum, Leeuwarden, Dockum,‘Drachten, Ooster- 
wolde, Gröningen continentur. Formantur inter haec puneta novem triangula in 
opere illo per numeros 121,122, 123, 124. 125, 127, 129, 131, 132 denotata, quo- 
rum anguli (a nobis indieibus praescriptis distineti) secundum tabulam p. 77—81 
ita sunt observati: 











ERDORIDES MIxmıS ONKOxL. 














Triangulum 121. 
Harlingen .....50° 38° 
Leeuwarden ...82 47 
Ballum . 4014 
Triangulum 122. 
. Horlingen s.5 
Sneck........70 48 
. Lecuwarden ...58 5 
Triangulum 123. 
nE&K........40 30 
Drachten. .....42 52 
Lecuwarden ...87. 36 
Triangulum 124, 
Sneck........45 36 
Oldeholtpade .... 07 52 
Drachten .....66. 31 
Triangulum 125. 
Drachten. .....59 55 


Oldeholtpade..... 47 48 


. Oosterwolde ...78 15 


Triangulum 127, 
. Leeuwarden ...50 24 
. Dockum ......76 34 
 Ballum.......d 1 





Triangulam 128. 


Leenwarden ...72 6 
. Drachten. .....46 53 
Dockum ......61 0 

Triangulum 131. 
. Dockum ......57 1 
. Drachten. .....83 33 
. Gröningen.....30 2 





157239 
15,351 
27,208 





39,17 
33,145 
48.707 


410,051 
59,382 
21,057 


7,92 
0,048 
50,519 


21745 
32,580 
a2ı7 


0,045 
202 
51,040. 


32,043 
27,108 
4494 


55,202 
18,515 
52,397 


En SUPPLENERTUM TEORIAE CONAINATIONIS ORSERYATIOSUN 


Triangulum 132. 

34. Oosterwolde ...81% 54° 17%447 
25. Gröningen.....31 52 46,094 
26. Drachten 12 0726 





Consideratio nexus inter hace triangula monstrat, inter 27 angulos, quoram 
valores approximati per observationem innotuerunt, 13 aequationes eonditionn- 
les haberi, puta duas primi generis, novem secundi, duas tertii. ed haud opus 
erit, has aequationes ommes in forma sua finita hic adseribere, quum ad caleulos 
tantummodo requirantur quantitates in theoria generali per A, a, a,’ etc. 
8.0.3, Wete. etc. denotatae: quare illarum loco statim adseribimus aequationes 
supra per (13) denotatas, quae illas quantitates ob oculos ponunt: 1oco signorum 
&. £, # ete. simplieiter hie seribemus (9). (1). (2) etc. 

Hoc modo duabus aequationibus conditionalibus primi ge 
sequentes: 














is respondent 


++ = rer 
DHUNHÜIHUN FRI HR) = 0406 

Excessus spharoidicos novem triangulorum invenimus deinceps: 17740; 

1r1a7; 17203; 176085 079785 171075 171045 271615 17409. Oritur itaque aegun- 

(io conditionalis secundi generis prima hace“): «OH +10 —180°0'1"749=0. 
et perinde reliqune: Tine habemus novem nequationes sequentes 























+ + = rss 
+ + = + 
0+ + = —075 
HUHN = +2,955 
0y+U)+LN) = 1,201 
a)+a0+7) = —oaı 
18)+(19)++(20) = +2,506 
2-22) +(22) = +0.043 
BOHRSHLN) = 0016 








Aequstiones co 
bentur: it 


itionales tortii generis commodius in forma logarithmien exhi- 
Drior est 








) Indien in hoc enemplo per igurau arabicu eaprimere pracferinun. 


ERnOnIMUS mus OnvOxIAR. s 


10g sin(e®) —0°583) —Iog sin(e®) — 07583) —log sin (ef) — 07382) 
+Hog sin (9 — 07392) — log sin rl) —0"414)4-1og sin{e) —0"414) 
—10g sin (#"0 — 07398) 410g sin{e? —0"359) — og sin(el)— 07368) 
+log sin (07368) = 0 








Superluum videtur, alteram in forma fnita adscribere. 1lis duabus aequati 
bus respondent soquentes, ubi singuli eoöfliientes referuntur ad figuram septi- 
man logarithmorum briggicorut 
















17,068(0)— 20,174 (2)— 16,093 (3)-+ 7,328 (4)— 17,976 (0)-+22,072[7) 
— 5,028(18)+21,780{17)— 19,310(19)#11,871(20) = —371 

17,976(6)— 0,880 ($—20,617 (0)-+ 8.,564(10)—19,082{13)-+ 4,975(14) 
+ 6,708(18)—11,671[20)4 13,057 (21) —25,620(23)— 2,005(24) 
+33,851(25) = +370 








Quum nulla ratio indicata sit, cur observationibus pondera innequalia tri- 
buamus, statuemus 70 = p9 = p®)ete. = 1. Denotatis itaque correlatis 
quationum conditionalium co ordine, quo acquationes ipsis respondentes exhibui- 
mus, per 4, B, 0, D, EP. G, U, I. K. LM, N, prodeunt ad illorum deter- 
ninationem aequationes sequenten: 

— 2107 = 5A+CHD+E+H+ I +5,07 N 

6B+E+F+GH+ I +K+L+ 2,002 M 

A+3C— 3,1001 

A+3D— 9,0051 

A+B+3E+ 4,696 M4 17,090 N 

+2,58 = BH3F— 12,053 N 

B+36— 14,07 

= A+3H+ 16720 

A+ B+3I- 

B+3K- 11, 

B+3L+30. 

+3,002 B— 3,106 C—- 9,665 D4+ 4,606 E+ 16,752 1 — 

+ 2002,97 1 — 450,33 N 

+370 = +5,91744 17,096 E— 12,058 F 
— 11,963 K+ 30,559 .— 450, 


















MSN 






0301 





14707 6 241 
M+3385,00 N 








3 SUPPLAAENTUN THEORLAN: COMBIKKTIONIS OBSERVATIONUN 


Hine eruimus per eliminationem. 











A=—0,508 H= +0,05 
0.255 T = +1,00 

= -ım K=+0517 

D=-+0.086 L=-135 
ua | Me 0100702 

F=e+tıast | N=H+ossı 
Han | 


Denique errores maxime plausibiles prodeunt per formulas 


(0 = C+17.08 1 
W=4+C 

= c-20.1M 
(0 = D- 10.0031 





ete., unde obtinemus valores numericos sequentes; in gratiam comparätionis ap- 
ponimus (mutatis signis) correctiones a elar. Dr Kaarmnor observationibus ap- 
plicatas: 


vu Ku. ou Ku. 
(= —r10s | ron | (19 = -Horros | -+27400 
0) 9) +0061 | 41,973 








@ a9—+nat | +5,045 
um=—ına2 | 7,074 


| u) +n205 | +1,876 











a) = +2,00 | +6.201 
0) = 1,025 | 1.500 
= +22 | +35 
an = ton | aus 
(23) = — 2,189 Io 

a) = —1708 | +0,00 


(a5) = +2,701 | +2.054 


| a0) = 1,006 | -a077 








KURORIDUS MIANEIS OBKOKIAE- 8 
Aggregatum quadratorum nostrarum compensationum invenitur — 97,9945. 
Hine error medius, quatenus ex 27 angulis obsorvatis colligi potest, 
vane 





7440 


Aggregatum quadratorum mutationum, quas clar. o Kuavaxnor ipse angu- 
lis observatis applicavit, invenitur = 341,4201. 





2. 

Exemplum alterum suppeditabunt triangula inter quinque puneta triangu- 
Iationis Hannoveraune, Falkenberg, Breithorn, Hauselberg, Wulfsode, Wilsede. 
Obseryatae sunt directiones*) 


In statione Falkenberg 
0. Wilsede ..... 187° 47° 307911 
1. Wulfsode....225 9 
2. Hauselberg... 286 13 50,230 
3. Breithon ....274 14 49,09 





In statione Breithorn 
1. Falkenberg... 94 33 40,755 
5. Hauselberg... 122 51 
6. Wilsede ..... 130. 18 





In statione Hauselberg 
7. Falkenberg... 56 20 6,872 


s. Wilsode ..... 180 37 0,524 
9. Wulßiode ....1899 2 30,976 
10. Breithomn ....302 47 37,782 

In statione Wulfsode 
11. Hauselborg... 9 5 36,503 
12. Falkenberg... 4597 





13. Wilsede .....118 44 13,150 





TI, a gu aan ie er, N neun ar or, ya 
can ea. One 1 paar map paar 
mehr Aueh Maren Val, nu. 











SUPVLEMENTEM TIIROBLAR COMBISATIONIS ORSERFATIONUN 


In statione Wilsede 





14. Falkenberg... 7° 51° 17027 
15. Wulfsode ....298 29 49,519 
16. Breithorn ....330 3 7,902 


17. Hausclberg....331 25 20,746 


Ex his observationibus septem triangula formare licet. 





Triangulum I. 
Falkenberg ...... 8° 0° 477305 
Breithom .u..... 28 17 42,200 
Houselberg 119 41 20,140 
Triangulum II 
Falkenberg... 5027 13.928 
Breithorn ....... 55 44 34.345 


Wilsede su.u.4.. 37.47 59.095 


Triangulum III 














Falkenberg ua 
Hauselberg, 102 39 49,504 
Wulßode ....... 36 21 50,963 
Triangulum 1Y. 
Falkenberg « 7826 25.025 
Hauselberg...... 688 2752 
Wilsede ........ 36 25 34.281 
Triangulum V. 
Falkenberg... 37 22 0,365 
Wulfode ....... 73 16. 39,608 
Wilsede ... 6021 11,508 
Triangulum VI. 
Breithom ....... 2727 12,040 
Hauselberg......148 10 25,108 


Wilsede oo... 4022 10,854 


ERRORIMES MIIS ORKORIAR. £2 


Triangulum VII. 


Hawselberg. ..... 34° 28° 40'752 
Wulfsode .. 109.38 30,500 
Wilsede . 35 55 an207 





Aderunt itaque soptem aequationes conditionales secundi generis (aequationes 
Primi generis manifesto cessant), quas ut eruamus, computandi sunt ante omnia 
excessus sphaeroidiei septem triangulorum. Ad hunc finem requiritur cognitio 
magnitudinis absolutae saltem unius Iateris: tus inter puncta Wilsede et Wulf- 
sode est 22577,94 metrorum. Hine prodeunt excessus sphaeroidiei triangulorum 
1...0"202; W... 2442; III... 1'237; TV...170195 V...10875 VI... 07321; 
VII... 1"295. 
Iam si directiones eo ordine, quo supra allatae indieibusque distinctae sunt, 
per «9, 0’, u@, vÖ) etc. designantur, rianguli T anguli Aunt 
300 
adeoque nequatio conditionalis prima 
HE} ID 170080730"708 





Perinde triangula religun sox alins suppeditant; sed levis attentio docebit, has 
septemn aequationes non esse independentes, sed secundam identicam cum summa 
primae, quartae et sextae; nee non summam terliae ei quintae identicam cum 
summa quartae et septimae: quapropter secundam et quintam negligemus. Loco 
remanentium aequationum conditionalium in forma finita, adseribimus aequatio- 
nes correspondentes e complexu (13), dum pro characteribus e, € etc. his (0), 
(0. 2) etc. utim 


a (HH MU) 
+ = (+ (M+ MN +U2) 
+12 = (+4 (M+ WU) 
09 = — +0) HU) -UN+LT) 
70 = HR) HU) (HL) 
Acquntiones conditionales tertii genoris 0cto e triangulorum systemate peti 


possent, guum tum terna quatuor triangulorum I, II, IV, VI, tum terna cx his 
” 














o SUPFLEMENTEN TIEONIAE COMBINATIONIS ONSERTATIOKTI 


II, IV, V, VII ad hune finem combinare licent; attamem levis attentio docet, 
duas suficere, alteram ex illis, alteram ex his, quum reliquae in his atque priori- 
bus nequationibus conditionalibus iam contentae esse debeant. Aequntio itaque 
I sexta nobis erit 








1og sin (e) — ol) — 07067) —logsin (6) —oC) —r067) 
9 —0°640) log sin {el —at) —0"640) 





atque septima, 
log 

410g sin (9 9 —0"640) —Iog sin(e) — 0 —0"040) 
+ og in {a — 0 — 07492) —1og sin (UN 01432) = 0 


in(e) = — 019) log sine 








quibus respondent aequationes complexus (13) 


+33 = + 431(0) —159,88[2) +149,57(9) + 39,11[) — 79,646) 
+40,53(6) + 31.90{14)4275,99{10)— 307.20(17) 
+ 431(0) — 24,10(1) + 19,85(2) + 36,11(11)—28,59{12) 
— 7,52(19)4+ 31,90(14)-+ 29,06(18)— 60,06{17) 





Quodsi iam singulis directionibus eandem certitudinem tribuimus, statuendo 
2 ‚Pete. = 1, correlataque septem nequationum conditionalium, eo 
ordine, quem hic sequuti sumus, per A, B, C,.D. B, F, @ denotamus, horum 
determinatio petenda erit ex aequationibus sequentibus: 








1,308 = 464—2B—20-2D+18172F 10,556 
+1,78 = —24+6B+20+2E- 15988 F— 20,896 
+1,042 = —24+2B+6C—2D—2E+ 151,00 F4108.10@ 





0818 = —24—2C+6D+2E—402,51 P—00,90 6 

—0.150 = +2B—20+2D+0E— 301,29 P—193,05G 

+25 =+181724— 153,884 181,00 0— 402,51 D—307.20E 
+224808 + 1009,1@ 

— 3 =—19854— 20,00 B+ 108,10 0— 00,90 D— 133,05 E 
+10094,1. F48152,39 6, 





Mine dedueimus per eliminationem 


ERRORIDES MIxDus OnNOxLAR. a 





E=—0,32 
F= -+0,000215915 
@= —0,00547462 


lam errores maxime plausibiles habentur per formulas 


(= —C+H431F+41316 
(= —B-21,106 
()= —A+B+C- 133,98 F+ 19,856 


etc., unde prodeunt valores numerici 
| 


Summa quadratorum horum errorum invenitur — 1,2288; ine error me- 
dius unius directionis, quatenus e 19. directionibus obserratis erui potest, 





(= Horn 
+0.054 
_0219 
+0,50 
0.282 
250 
+0.164 
(16) = +0.230 
un) = —0,130 





= ya = orsı00 


2. 

Ur etiam pars altera theoriae nostrae exemplo illustretur, indagamus prac- 
eisionem, qua Iatus Falkenberg-Breithorn e latere Wilsede-Wulfsode adiumento 
obserrationum compensatarum determinatur. Functio u, per quam illud in hoc 
as exprimitur, est 





12% 
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inf 









u 2877791 x zen. 


Huius valor e valoribus correctis diroctionum +, d) ete. invenitur 
= 207168”68 


Differentiatio autem illius expressionis suppeditat, si differentialia 4), du) 
etc. minutis secundis expressa coneipiuntur, 
du = 0916991 (de) —du)) +0”08836 [du —dul9) 
—0°03899 (A) — Art) + 0916731 (Au Ar) 


Hine porro invenitur 














(al) = — 0,08536 
= + 0,1902 
[ed 0,0200 
[at] = + 0,07805 
le) =+ 0,0389 
= —a01s15 
a0 = +10.0957 

+ 0.13238 





Hinc denique per methodos supra traditas invenitur, quatenus metrum pro 
unitate dimensionum lincarium aceipimus, 








4 = 0,8329, sive P= 12,006 
unde error medius in valore Iateris Falkenberg-Breithorn metuendus — 0,2886m 
metris, (ubi m error. medius in directionibus obserratis metuendus, et quidem 


in minutis secundis expressus), adeoque, si valorem ipsins m supra erutum 
adoptamus 





= om1200 





Ceterum inspectio systematis triangulorum sponte docet, punctum Hat 
selberg omnino ex illo elidi potuisse, incolumi manente nexu inter latera 
Wilsede-Wulfsode atque Falkenberg-Breithorn. Sed a bona methodo abhor- 
teret, supprimere ideirco observationes. quae ad punchum Hauselberg referun- 
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tar“), quum corte ad praceisionem augendam conferre valeant. Ut elarius appa- 
reret, quantum praecisionis augmentum inde redundet, calculum denuo fecimus 
exeludendo omnia. quae ad-punetum Hauselberg referuntur, quo pacto € 18 die 
rectionibus supra traditis octo excidunt, atque reliquarum errores maxime plau- 
sibites ita Invenfuntur 
Wet | (d= +20 
0.206 
+032 
+0.206 
+02 








Valor Iateris Falkenberg- Breithorn tune prodit 
valore supra eruto diserepans, sed caleulus pondeı 








26768”63, param quidem a 
produeit 


0,13082 sive P= 7,614 





adeoque error medius metuendus = 0.96169m metris = 01515. Patet ita- 
que, per accessionem-observationum, quae ad punctum Hauselberg referuntur, 
pondus determinationis Iateris Falkenberg-Breithorn auctum esse jn ratione nu- 
meri 7,044 ad 12.000. sive unitatis ad 1,571. 


}) Mulor ars härum obserritionum fa fata eu, anlequam punetum Brelibern repertun, aguc 
in em rceptam em. 
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Anneige 


Am 15. Fobruar wurde der Königl. Societät vom Hrn Hofr. Gavss eine Vor- 
lesung übergeben, überschrieben 


Theoria Combinationis observationum erroribus minimis obnasiae, pars prior, 


die eine der wichtigsten: Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zum 
Gegenstande hat. Alle Beobachtungen, die sich auf Grössenbestimmungen aus 
der Sinnenwelt beziehen, können, mit welcher Genauigkeit und mit wie vortrefl- 
lichen Werkzeugen sie auch angestellt werden, nie absolute Genauigkeit haben; 
sie bleiben immer nur Näherungen, grössern oder kleinern Fehlern ausgesetzt. 
‚Nicht von solchen Fehlern ist hier die Rede, deren Quellen genau bekannt sind, 
und deren Grösse bei bestimmten Beobachtungen jedesmal berechnet werden 
kann; denn dn dergleichen Fehler bei den beobachteten Grössen in Abzug ge- 
bracht worden können und sollen, so ist es dasselbe. als ob sio gar nicht da wä- 
ren. Ganz anders verhält es sich dagegen mit den als zufüllig zu betrachtenden 
Fehlern. die aus der beschränkten Schärfe der Sinne, aus mancherlei unsermeid- 
lichen und keiner Regel folgenden Unvollkommenheiten der Instrumente, und aus 
mancherlei regellos (wenigstens für uns) wirkenden Störungen durch äussere Um- 
stände (z.B. das Wallen der Atmosphäre beim Sehen, Mangel absoluter Festig- 
keit beim Aufstellen der Instrumente) herrühren. Diese zufälligen Fehler, die 
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dem Calcül nicht unterworfen werden können, lassen sich nicht wegschaffen, und 
der Beobachter kann sie durch sorgfältige Aufmerksamkeit und durch Verviel- 
fältigung der Beobachtungen nur vermindern: allein nachdem der Beobachter das 
seinige gethan hat, ist cs an dem Geometer, die Unsicherheit der Beobachtungen 
und der durch Rechnung daraus abgeleiteten Grössen nach streng mathematischen 
Principien zu würdigen, und was das wichtigste ist, da, wo die mit den Beobacl 
tungen zusammenhängenden Grössen aus denselben durch verschiedene Combina- 
tionen abgeleitet werden können, diejenige Art vorzuschreiben, wobei so wenig 
Unsicherheit als möglich zu befürchten bleibt. 

‚Obgleich die zufälligen Fehler als solche keinem Gesetze folgen, sondern 
ohne Ordnung in einer Beobachtung grösser, in einer andern kleiner ausfallen, 
50 ist doch gewiss, dass bei einer bestimmten Beobachtungsart, auch die Indivi- 
Auslität des Beobachters und seiner Werkzeuge als bestimmt betrachtet, die aus 
‚jeder einfachen Fehlerquelle fiessenden Fehler nicht bloss in gewissen Grenzen 
eingeschlossen sind, sondern dass auch alle möglichen Fehler zwischen diesen 
Grenzen ihre bestimmte relative Wahrscheinlichkeit haben, der zu Folge sie nach 
Maassgabe ihrer Grösse häufiger oder seltener zu erwarten sind, und derjenige, der 
eine genaue und vollständige Einsicht in die Beschaffenheit einer solchen Fehler- 
quelle hätte, würde diese Grenzen und den Zusammenhang zwischen der Wahr- 
scheinlichkeit der einzelnen Fehler und ihrer Grösse zu bestimmeır im Stande sein, 
auf eine ühnliche Weise, wie sich bei Glücksspielen, so bald man ihre Regeln 
kennt. die Gronzen der möglichen Gewinne und Verluste, und deren relative 
Wahrscheinlichkeiten berechnen lassen. Dasselbe gilt auch von dem aus dem 
Zusammenwirken der einfachen Fehlerquellen entspringenden Totalfehler. Auch 
ind diese Begriffe nicht auf unmittelbare Beobachtungen beschränkt, sondern 
auch auf mittelbare aus Beobachtungen abgeleitete Grössenbestimmungen an- 
wendbar. In der Wirklichkeit werden uns freilich fast allemal die Mittel fchlen, 
das Gesetz der Wahrscheinlichkeiten der Fehler a priori anzugeben, 

Wie wir die Unzulässigkeit einer bestimmten Art von Beobachtungen im 
Allgemeinen abschätzen wollen, hängt zum Theil von unserer Willkür ab. Man 
kann dabei entweder bloss die Grösse der üussersten möglichen Fehler zum Maass- 
stabe wählen, oder zugleich auf die grössere oder geringere Wahrscheinlichkeit 
der einzelnen möglichen Fehler mit Rücksicht nchmen. Das letztere scheint an- 
gemessener zu sein. Allein diese Berücksichtigung kanı auf vielfache Weise ge- 
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schehen. Man kann, wie es die Berechner bisher gemacht haben, den sogenann- 
ten wahrscheinlichen (nicht wahrscheindiehsten) Fehler zum Maassstabe wählen, 
welches derjenige ist, über welchen hinaus alle möglichen Fehler zusammen noch 
eben so viele Wahrscheinlichkeit haben, wie alle diesseits liegenden zusammen! 
allein es wird weit vortheilhafter sein, zu diesem Zweck statt des wahrscheinlichen 
Fehlers den mittlern zu gebrauchen, vorausgesetzt, dass man diesen an sich noch, 
chwankenden Begriff auf die rechte Art bestimmt. Man lege jedem Fehler ein 
von seiner Grösse abhängendes Moment bei, multiplicire das Moment jedes mög- 
lichen Fehlers in dessen Wahrscheinlichkeit und addire die Producte: der Fehler, 
dessen Moment diesem Aggregat gleich ist, wird als mittlerer betrachtet werden 
müssen. Allein welche Function der Grösse des Fehlers wir für dessen Moment 
wählen wollen, bleibt wieder unsrer Willkür überlassen, wenn nur der Werth 
derselben immer positiv ist, und für grössere Fehler grösser als für kleinere. Der 
Verf. hat die einfachste Function dieser Art gewählt, nemlich das Quadrat; die 
Wahl ist aber noch mit manchen andern höchst wesentlichen Vortheilen ver- 
knüpft, die bei keiner andern statt finden. Denn sonst könnte auch jede andere 
Potenz mit geraden Exponenton gebraucht werden. und je grösser dieser Exponent 
gewählt würde, desto näher würde man dem Princip kommen, wo bloss die A 

sten Fehler zum Maassstabe der Genauigkeit dienen. Gegen die Art, wie ei 
grosser Geometer den Begriff des mittlern Fehlers genommen hat, indem er die 
Momente der Fehler diesen gleich setzt, wenn sie positiv sind, und die ihnen ent- 
gegengesetzten Grössen dafür gebraucht, wenn sie negativ sind, lässt sich bemer- 
ken, dass dabei gegen die mathematische Continuität angestossen wird, dass sie 
so gut wie jede andero auch willkürlich gewählt ist, dass die Resultate viel we- 
iger einfach und genugthuend ausfallen, und dass cs auch an sich schon natür- 
licher scheint, das Moment der Fehler in einem stärkern Verhältniss, wie diese 
selbst, wachsen zu lassen, indem man sich gewiss lieber den einfachen Fehler 
zweimal, als den doppelten einmal gefallen lässt. 

Diese Erläuterungen mussten vorangeschickt werden, wenn auch nur etwas 
von dem Inhalt der Untersuchung hier angeführt werden sollte; wovon die gegen- 
wärtige Abhandlung die erste Abtheilung ausmacht. 

‚Wenn die Grössen, doren Werthe durch Beobachtungen gefunden sind, mit 
einer gleichen Anzahl unbekannter Grössen auf eine bekannte Art zusammenhan- 
gen, so lassen sich, allgemein zu reden, die Werthe der unbekannten Grössen 

1. 




















08 Anenon, 


aus den Beobachtungen durch Rechnung ableiten. Freilich werden jene Werthe 
auch nur näherungsweise richtig sein, in so fern die Beobachtungen es waren: 
allein die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat nichts dabei zu hun, als die Uusicher- 
heit jener Bestimmungen &u würdigen, indem sio die der Beobachtungen voraus- 
setzt. Ist die Anzahl der unbekannten Grössen grösser als die der Beobachtun- 
gen, so Tassen sich jene aus diesen noch gar nicht bestimmen. Allein wenn die 
Anzahl der unbekannten Grössen kleiner ist, als die der Beobachtungen, so ist 
die Aufgabe mehr als bestimmt: es sind dann unendlich viele Combinationen mög- 
lich, um aus den Beobachtungen die unbekannten Grössen abzuleiten, die frei- 
lieh,alle zu einerlei Resultaten führen müssten, wenn die Beobachtungen absolute 
Genauigkeit hätten, aber unter den obwältenden Umständen mehr oder weniger 
von einander abweichende Resultate hervorbringen. Aus dieser ins Unendliche 
gehenden Mannichfaltigkeit'von Combinationen die zweckmüssigste auszuwählen, 
d.i. diejenige, wobei die Unsicherheit der Resultate die möglich kleinste wird. 
ist unstreitig eine der wichtigsten Aufgaben bei der Anwendung der Mathematik 
auf die Naturwissenschaften, 

Der Verfasser gegenwärtiger Abhandlung, welcher im Jahr 1797 diese Auf- 
gabe nach den Grundsätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zuerst untersuchte, 
fand bald, "dass die Ausmittelung der wahpscheinlichsten Werthe der unbekannten 
Grösse unmöglich sei, wenn nicht die Function, die die Wahrscheinlichkeit der 
Fehler darstellt, bekannt ist. In so forn sie dies aber nicht ist, bleibt nichts 
übrig,"als hypothetisch eine solche Function anzunehmen. Es schien ihm das 
natürlichste, zuerst den umgekehrten Weg einzuschlagen und die Function zu 
suchen..die zum Grunde gelegt werden muss, wenn eine allgemein als gut aner- 
kannte Regel für den einfachsten aller Fälle daraus hervorgehen soll’ die aemlich, 
dass das afithmetische Mittel aus mehreren für eine und dieselbe unbekannte 
Grösse durch Beobachtungen von gleicher Zuverlässigkeit gefundenen Werthen 
als der wahrscheinlichste betrachtet werden müsse. ES ergab sich daraus, dass die 
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2, einer Exponentialgrösse von der Form er 
proportional angenommen werden müsse, und dass dann gerade diejenige Me- 
{hode. auf die er schon einige Jahre zuvor durch andere Betrachtungen gekom- 
men war, allgemein nothwendig werde. Diese Methode, welche er nachher be- 
sonders seit 1801 bei allerlei astronomischen Rechnungen fast täglich anzuwen- 
den Gelegenheit hatte, und auf welche auch Leosxoae inzwischen gekommen war, 
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ist jetzt unter dem Namen Methode der kleinsten Quadrate im allgemeinen Ge- 
brauch. und ihre Begründung durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung. so. wie 
die Bestimmung der Genauigkeit der Resultate selbst, nebst andern damit zusam- 
menhängenden Untersuchungen sind in der Theoria Motus Corporum Coelestium 
ausführlich entwickelt. 

Der Marquis Detarrace, welcher nachher diesen Gegenstand aus einem 
neuen Gesichtspunkte betrachtete, indem er nicht die wahrscheinlichsten Werthe 
der unbekannten Grössen suchte, sondern die zweckmässigste Combination der 
Beobachtungen, fand ds merkwürdige Resultat, dass, wenn die Anzahl der 
Boobachtungen als unendlich gross betrachtet wird, die Methode der kleinsten 
Quadrate allemal und unabhängig von der Function, die die Wahrscheinlichkeit 
der Fehler ausdrückt, die zweckmässigste Combination sei. 

Man sieht hieraus, dass beide Begründungsarfen noch etwas zu wünschen 
übrig lasson. Die erstero ist ganz von der hypothetischen Form für die Wahr- 
scheinlichkeit der Fehler abhängig, und sobald man diese verwirft, sind wirklich 
die durch die Methode der kleinsten Quadrate gefundenen Werthe der unbekann- 
ten Grössen nicht mehr die wahrscheinlichsten, eben so wenig wie die arithmeti 
schen Mittel in dem vorhin angeführtei einfachsten aller Fülle. Die zweite Be- 
gründungsart lässt uns ganz im Dunkeln, was bei einer mässigen Anzahl von Be- 
‚obachtungen zu thun sei. Dice Methode der kleinsten Quadrat# hat dann nicht 
‚mehr den Rang eines von der Wahrscheiulichkeitsrechnung gebotenen Gesetzes, 
sondern empfiehlt sich nur durch die Einfachheit der damit verknüpften. Ope- 
rationen. 

Der Verfasser, welcher in gegenwärtiger Abhandlung diese Untersuchung 
aufs neue vorgenoroinen hat, indem er von einem ähnlichen Gesichtspunkt aus- 
ging, wio-Dmwariacz, aber den Begrif des mittlern zu befürchtenden Fehlers auf 
eine andere, und wie ihm scheint, schon an und für sich natürlichere Art, fest- 
stellt, hofft, dass die Freunde der Mathematik mit Vergnügen schon werden, wie 
die Methode der kleinsten Quadrate in ihrer neuen hier gegebenen Begründung 
allgemein als die zweckmässigste Combination der Beobachtungen erscheint, nicht 
näherungsweise, sondern nach mathematischer Schärfe, die Function für die 
Wahrscheinlichkeit der Fehler sei, welche sie wolle, und die Anzahl der Beobach- 
tungen möge gross oder klein sein. 

Mit dem Hauptgegenstande ist eine Menge anderer merkwürdiger Unter- 

0 





























100 Anzmarx, 


‚suchungen enge verbunden, deren Umfang aber den Verfasser nöthigte, die Ent- 
wiekelung des grössten Theils derselben einer künftigen zweiten Vorlesung vor- 
zubchalten. Von denjenigen, die schon in der gegenwärtigen ersten Abtheilung 
vorkommen, sei co uns erlaubt, hier nur ein Resultat anzuführen. Wenn die 
‚Function, welche die relative Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Fehlers aus- 
drückt, unbekannt ist. so bleibt natürlich auch die Bestimmung der Wahrschein- 
lichkeit, dass der Fehler zwischen gegebene Grenzen falle, unmöglich: dessen- 
ungeachtet muss, wenn nur allemal grössere Fehler geringere (wenigstens nicht 
grössere) Wahrscheinlichkeit haben als kleinere, die Wahrscheinlichkeit, dass der 
Fehler zwischen die Grenzen —z und + falle, nothwendig grösser (wenig- 
stens nicht kleiner) sein, als Zy4, wenn @ kleiner ist als myf, und nicht 
kleiner als 1— EP, wenn z grösser iatals my, wobei m den bei den Be- 
obachtungen zu befürchtenden mittlern Fehler bedeutet. Für z==myf fallen 
wie man sicht beide Ausdrücke zusammen. 














" Gnttingische geiehrte Anzeigen. 1933 Februar 3 





Eine am 2. Febr. der Königl. Societät von Hr. Hofr. Gauss überreichte 
Vorlesung, überschrieben. 


Theoria combinationis obseroationum erroribus minimis obnoziae, pars posterior, 


steht im unmittelbaren Zusammenhange mit einer frühern. wovon in diesen Blät- 
tern [1621 Februar 26] eine Anzeige gegeben ist. Wir bringen darüber nur kurz 
in Erinnerung, dass ihr Zweck war, die sogenannte Methode der kleinsten Qua- 
rate auf eine neue Art zu begründen, wobei diese Methode nicht näherungsweise, 
sondern in mathematischer Schärfe, nicht mit der Beschränkung auf den Fall ei- 
ner sehr grossen Anzahl von Beobachtungen, und nicht abhängig von einem hy- 
pothetischen Gesetze für die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler, sondern 
in vollkommener Allgemeinheit, als die zweckmässigste Combinationsart der Be- 
Obachtungen erscheint. Der gegenwärtige zweite Theil der Untersuchung enthält 
nun eine weitere Ausführung dieser Lehre in einer Reihe von Lchrsätzen und 
Problemen, die damit in genauester Verbindung stehen. Es würde der Einrich- 
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tung dieser Blätter nicht angemessen sein, diesen Untersuchungen hier Schritt 
vor Schritt zu folgen, auch unnöthig, da die Abhandlung selbst bereits unter der 
Presse ist. Wir begnügen uns daher, nur die Gegenstände von einigen dieser Un- 
tersuchungen, die sich leichter isolirt herausheben lassen, hier anzuführen. 

Die Werthe der unbekonnten Grössen, welche der Methode der kleinsten 
Quadrate gemäss ersten Werthe nennen kann, werden 
vermittelst einer bestimmten Elimination gefunden, und die diesen Bestimmun- 
gen beizulegenden Gewichte vermittelst einer unbestimmten Elimination, wie dies 
schon aus der Theoria motus Corporum Coelestium bekannt ist: auf eine neue Art 
wird hier a priori bewiesen, dass unter den obwaltenden Voraussetzungen diese 
Elimination allemal möglich ist. Zugleich wird eine merkwürdige Symmetrie un- 
ter den bei der unbestimmten Elimination hervorgehenden Coäfficienten nachge- 

So leicht und klar sich diese Eliminationsgeschäfte im Allgemeinen überse- 
hen lassen, so ist doch nicht zu läugnen, dass die wirkliche numerische Ausfüh- 
rung, bei einer beträchtlichen Anzalıl von unbekannten Grüssen, beschwerlich 
wird, Was die bestimmte Elimiiation, die zur Ausmitielung der sichersten Werthe 
für die unbekannten Grössen zureicht, betrifft, so hat der Verfasser ein Verfah- 
ren, wodurch die wirkliche Rechnung, so viel es nur die Natur der Sache ver- 
rögt, abgekürzt wird, bereits in der 7Acoria Motus Corporum Coelestium unge- 
deutet, und in einer im ersten Bande der Commentt. Rec. Soc. R. Gott. beindli- 
chen Abhandlung, Disquisitio de elementis ellipticis Palladis, ausführlich ent- 
wickelt. Dieses Verfahren gewährt zugleich den Vortheil, dass das Gewicht der 
Bestimmung der einen unbekannten Grösse, welche man bei dem Geschäft als 
die letzte betrachtet bat, sich von selbst mit ergibt. Da nun die Ordnung unter 
den unbekannten Grössen gänzlich willkürlich ist, und man also welche man will, 
als dio letzte behandeln kann, so ist dies Verfahren in allen Fällen zureichend, 
wo nur für Eine der unbekannten Grössen das Gewicht mit verlangt wird, und 
ie beschwerliche unbestimmte Elimination wird dann umgangen. 

Die seitdem bei den rechnenden Astronomen so allgemein gewordene Ge- 
wohnheit, die Methode der kleinsten Quadrate auf schwierige astronomische Rech- 
‚nungen anzuwenden, wie auf die vollständige Bestimmung von Cometenbahnen, 
wobei die Anzahl der unbekannten Grössen bis auf sechs steigt, hat indess das 
Bedürfuiss, das Gewicht der sichersten Werthe aller unbekaunten Grössen auf 
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eine bequemere Art als durch die unbestimmte Elimination. zu finden, fühlbar 
gemacht, und da die Bemühungen einiger Geometer*) keinen Erfolg gehabt hat- 
ten, so hat man sich nur so geholfen, dass man den oben erwähnten Algorith- 
muss viele male mit veränderter Ordnung der unbekannten Grössen durchführte, 
als unbekannte Grössen waren, indem man jeder einmal den letzten Platz an- 
wies. Es scheint uns jedoch, dass durch dieses kunstlose Verfahren in Verglei 
chung mit der unbestimmten Elimination in Rücksicht auf Kürze der Rechnung 
nichts gewonnen wird. Der Verfasser hat daher diesen wichtigen Gegenstand ei- 
ner besondern Untersuchung unterworfen, und einen neuen Algorithmus zur Be- 
stimmung der Gewichte der Werthe sämmtlicher unbekannten Grössen mitgetheilt, 
der alle Geschmeidigkeit und Kürze zu haben scheint, welcher die Sache ihrer 
Natur nach fähig ist. 

Der sicherste Werth einer Grösse, welche eine gegebene Function der un- 
bekannten Grössen der Aufgabe ist, wird gefunden, indem man für letztere ihre 
durch die Methode der kleinsten Quadrate erhaltenen sichersten Werthe substi- 
wirt. Allein eine bisher noch nicht behandelte Aufgabe ist cs, wie das jener 
Bestimmung beizulegende Gewicht zu finden sei. Die hier gegebene Auflösung 
dieser Aufgabe verdient um so mehr von’den rechnenden Astronomen beherzigt 
zu werden, da sich findet, dass mehrere derselben dabei früher auf eine nicht 
richtige Art zu Werke gegangen sind. 

Die Summe der Quadrate der Unterschiede zwischen den unmittelbar beob- 
achteten Grössen, und denjenigen Werthen, welchen ihre Ausdrücke, als Functio- 
‚nen der unbekannten Grössen, durcli Substitution der sichersten Werthe für letz- 
tere erhalten (welche Quadrate, im Fall die Beobachtungen ungleiche Zuverläs- 
sigkeit haben, vor der Addition erst noch durch die respectiven Gewichte mull 
plicirt werden müssen) bildet bekanntlich ein absolutes Minimum. Sobald man 
daher einer der unbekannten Grössen einen Werth beilegt, der von dem sicher- 
sten verschieden ist, wird ein ähnliches Aggregat, wie man auch die übrigen unbe- 
kannten Grössen bestimmen mag, allezeit grösser ausfallen, als das erwähnte.Mi 
nimum. Allein die übrigen unbekannten Grössen werden sich nur auf Eine Art 
so bostimmen lassen, dass die Vergrösserung des Aggregats so klein wie möglich, 
oder dass das Aggregat selbst ein relatives Minimum werde. ‘Diese von dem Ver 
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fasser hier ausgeführte Untersuchung führt zu einigen interessanten Wahrheiten, 
die über die ganze Lehre noch ein vielseitigeres Licht vorbreiten. 

Es fügt sich zuweilen, dass man erst, nachdem man schon eine ausgedehnte 
‚Rechnung über eine Reihe von Beobachtungen in allen Theilen durchgeführt hat, 
‚Kenntniss von einer neuen Beobachtung erhält, die man gern noch mit zugezo- 
gen hätte. Es kann in vielen Fällen erwünscht sein, werin man nicht nöthig hat, 
deshalb die ganze Eliminationsarbeit von vorne wieder anzufangen, sondern im 
Stande ist, die durch das Hinzukommen der neuen Beobachtung entstehende Mo- 
ification in den sichersten Werthen und deren Gewichten zu finden. Der Ver- 
fasser hat daher diese Aufgabe hier besonders abgehandelt, eben so wie die ver- 
wandte, wo man einer schon angewandten Beobachtung hintennach ein anderes 
Gewicht, als ihr beigelegt war, zu ertheilen sich veranlasst sicht, und, ohne die 
Rechnung von vorne zu wiederholen, die Veränderungen der Endresultate zu er- 
halten wünscht. 

Wie der wahrscheini 











te Fehler einer Beobachtungegattung (als bisher Abli- 
cher Manssstab ihrer Unsicherheit) aus einer hinlänglichen Anzahl wirklicher Be- 
obachtungsfehler näherungsweise zu finden sei, hatte der Verfasser in einer be- 
sondern Abhandlung in. der Zeitschrift für Astronomie und verwandte Wissen- 
schaften [1816..März u. April gezeigt: dieses Verfahren, so wie der Gebrauch 
des wahrscheinlichen Fehlers überhaupt, ist aber von der hypothetischen Form 
der Grösse der Wahrscheinlichkeit der einzelnen Fehler abhängig, und musste es. 
sein. Im ersten Theile der gegenwärtigen Abhandlung ist nun zwar gezeigt, wie 
aus denselben Datis der mittlere Fehler der‘Beobachtungen (als zweckmässiger 
Manssstab ihrer Ungenauigkeit) näherungsweise gefunden wird. Allein immer 
bleibt hiebei die Bedenklichkeit übrig. dass man nach aller Schärfe selten oder 
der wahren Grösse von einer Anzahl wirklicher 
Beobachtungsfehler sein känn. Bei der Ausübung hat man dafür bisher immer 
die Unterschiede zwischen dem, was die Beobachtungen ergeben haben und den 
Resultaten der Rechnung nach den durch die Methode der kleinsten Quadrate ge- 
fundenen sichersten Werthen der unbekannten Grössen, wovon die Beobachtun- 
gen abhangen, zum Grunde gelegt. Allein da man nicht berechtigt it, die sicher- 
sten Worthe für die wahren Werthe selbst zu halten, so überzeugt man sich leicht, 
dnss man durch dieses Verfahren allemal den wahrscheinlichen und mittlern Feh- 
ler zu klein finden muss, und daher den Beobachtungen und den daraus gezoge- 
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‚nen Resultaten eine grössere Genauigkeit beilegt, als sie wirklich besitzen. Frei- 
ich hat in dem Falle, wo die Anzahl der Beobachtungen vielemale grösser ist als 
die der unbekannten Grössen, diese Unrichtigkeit wenig zu bedeuten; allein 
theils erfordert die Würde der Wissenschaft, dass man vollständig und bestimmt 
übersche, wieviel man hierdurch zu fehlen Gefahr läuft, theils sind auch wirk- 
lich öfters nach jenem fehlerhaften Verfahren Rechnungsresultate in wichtigen 
Fällen aufgestellt, wo jene Voraussetzung nicht Statt fand. Der Verfasser hat 
daher diesen Gegenstand einer besondern Untersuchung unterworfen. die zu ei- 
nem sehr merkwürdigen höchst einfachen Resultate geführt hat. Man braucht 
nemlich den nach dem angezeigten fehlerhaften Verfahren gefundenen mittlern 
"Fehler, um ihn in den richtigen zu verwandeln, nur mit 

v5 
zu multipliciren, wo r die Anzahl der Beobachtungen und p die Anzahl der un- 
bekannten Grössen bedeutet. 
letzte Untersuchung betrif: noch die Ausmittelung des Grades von Ge- 
nauigkeit, welcher dieser Bestimmung des mittlern Fehlers selbst beigelegt wer- 
den muss: die Resultate derselben müssen aber in der Abhandlung selbst nach- 
gelesen werden. 














Am 16. September überreichte der Herr Hofr. Gauss der königl. Societät 
eine Vorlesung: 


Supplementum Theoriae combinationis observationum erroribus minimis obnoziae. 


Bei allen frühern Arbeiten über die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung auf die zweckmässigste Benutzung der Beobachtungen, und namentlich auch 
in der Behandlung dieses Gegenstandes im fünften Bande der Commentationes re- 
entiores, liegt in Bezichung auf die Form der Hauptaufgabe eine bestimmte Vor- 
aussetzung zum Grunde, die allerdings den meisten in der Ausübung vorkom- 
wenden Füllen angemessen ist. Diese Voraussetzung besteht darin, dass die be- 


SUPPLENENTUN TAKORIAE COMBINATIONIS ODSERFATIONUN ERRORISUS Moxosts onnoxıan. 108. 


obachteten Grössen auf eine bekannte Art von gewissen unbekannten Grössen 
(Elementen) abhängen, d.i. bekannte Functionon dieser Elemente sind. Die An- 
zahl dieser Elemente muss, damit die Aufgabe überhaupt hierher gehöre, kleiner 
sein, als die Anzahl der beobachteten Grössen, also diese selbst abhängig von 
einander. 

Inzwischen sind doch auch die Fälle nicht selten. wo die gedachte Voraus- 
setzung nicht unmittelbar Statt findet, d. i. wo die beobachteten Grössen noch 
nicht in der Form von bekannten Functionen gewisser unbekannter Elemente ge- 
geben sind. und wo man auch nicht sogleich sicht, wie jene sich in eine solche 
Form bringen lassen; wo hingegen zum Ersatz die gegenseitige Abhängigkeit der 
beobachteten Grössen (die natfrlich auf irgend eine Weise gegeben sein muss) 
durch gewisse Bedingungsgleichungen gegeben ist, welchen die wahren Werthe 
von jenen, der Natur der Sache nach, nothwendig genau Genüge leisten müssen. 
Zwar sicht man bei näherer Betrachtung bald ein, duss dieser Fall von dem an- 
dern nicht wesentlich, sondern bloss in der Form verschieden ist, und sich wirk- 
lich, der Theorie nach leicht, auf denselben zurückführen lässt: allein häufig 
bleibt dies doch ein unnatürlicher Umweg, der in der Anwendung viel beschwer- 
lichere Rechnungen herbeiführt, als eine eigne der ursprünglichen Gestalt der 
Aufgabe besonders angemessene Auflösung. Diese ist daher der Gegenstand der 
gegenwärtigen Abhandlung, und die Auflösung der Aufgabe, welche sie als ein 
selbstständiges von der frühern Abhandlung unabhängiges Ganze gibt, hat ih- 
rerseits eine solche Geschmeidigkeit, dass es sogar in manchen Fällen vortheil- 
haft sein kann, sie selbst da anzuwenden, wo die bei der ältern Methode zum 
Grunde liegende Voraussetzung schon von selbst erfüllt war. 

Die Hauptaufgabe stellt sich hier nun unter folgender Gestalt dar. Wenn 
von den Grössen v, d, u’ u.s.w.. zwischen welchen ein durch eine oder mehrere 
Bedingungsgleichungen gegebener Zusammenhang Statt findet, eine andere auf 
ingend eine Art abhängig ist, z.B. durch die Function w ausgedrückt werden kann, 
50 wird eben dieselbe auch auf unendlich viele andere Arten aus jenor bestimmt, 
oder durch unendlich viele andere Functionen, statt u, ausgedrückt werden kön- 
nen, die aber natürlich alle einerlei Resultate geben, in so forn die wahren Wer- 
the von u vv" u.s.w., welche allen Bedingungsgleichungen Genie leisten, 
substituirt werden. Hat man aber nur genäherte Werthe von x.*, u’u.8.w., wie 
sie Beobachtungen von beschränkter Genauigkeit immer nur liefern können, so 
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können auch die daraus abgeleiteten Grössen auf keine absolute Richtigkeit An- 
spruch machen: die verschiedenen für u angewandten Functionen werden, all- 
‚gemein zu reden, ungleiche, aber was die Hauptsache ist, ungleich zuverlässige 
Resultate geben. Die Aufgabe ist nun, aus der unendlichen Mannigfaltigkeit von 
Functionen, durch welche die unbekannte Grösse ausgedrückt werden kann, die- 
jenige auszuwählen. bei deren Resultat die möglich kleinste Unzuverlässigkeit zu 
befürchten bleibt. 

Die Abhandlung gibt eigentlich zwei Auflösungen dieser Aufgabe. Die 
erste Auflösung erreicht das Ziel auf dem kürzesten Wege, wenn wirklich nur 
‚Eine unbekannte von den Beobachtungen auf eine vorgeschriebene Art abhängige 
Grösse abzuleiten ist. Allein die nähere Betrachtung dieser Auflösung führt zu- 
gleich auf das merkwürdige Theorem, dass man für die unbekannte Grösse ge- 
mau denselben Werth, welcher aus der zweckmässigsten Combination der Bo- 
(obachtungen folgt, erhält, wenn man an die Beobachtungen gewisse nach be- 
stimmten Regeln berechnete Veränderungen anbringt, und sie dann in irgend 
einer beliebigen Funetion. welche die unbekannte Grösse ausdrückt, substituirt. 
Diese Veränderungen haben neben der Eigenschaft, dass sie allen Bedingungs- 
‚gleichungen Gene leisten, noch die, dass unter allen denkbaren Systemen, 
welche dasselbe thun, die Summe ihrer Quadrate (in so fern die Beobachtungen 
als gleich zuverlässig vorausgeseizt wurden) die möglich kleinste ist. Man sicht, 
also, dass hierdurch zugleich eino neue Begründung der Methode. der kleinsten 
Quadrate gewonnen wird, und dass diese von der Function u ganz unabhängige 
Ausgleichung der Beobachtungen eine zweite Auflösungsart abgibt, die vor der 
ersten einen grossen Vorzug hat, wenn mehr als Eine unbekannte Grösse aus den 
Beobachtungen auf die zweckmässigste Art abzuleiten ist: in der That werden die 
Beobachtungen dadurch zu jeder von ihnen zu machenden Anwendung fertig vor- 
bereitet. Nur musste bei dieser zweiten Auflösung noch eine besondere Anleitung 
hinzukommen, den Grad der Genauigkeit, der bei jeder einzelnen Anwendung 
erreicht wird, zu bestimmen. Für dies alles enthält die Abhandlung vollständige 
und nach Möglichkeit einfache Vorschriften. die natfrlich hier keines Auszuges 
fühig sind. Fben so wenig können wir hier in Beziehung auf die, nach der Ent- 
wicklung der Hauptaufgaben, noch ausgeführten anderweitigen Untersuchungen, 
welche mit dem Gegenstande in innigem Zusammenhange stehen, uns in das Ein- 
zelne einlassen. Nur das Bine merkwürdige Theorem führen wir hier an, dass 
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ie Vorschriften zur vollständigen Ausgleichung der Beobachtungen immer einer- 
lei Resultat geben, sie mögen auf die ursprünglichen Beobachtungen selbst, oder 
auf die bereits einstweilen umollständig ausgeglichenen Beobachtungen angewandt 
werden, in so fern dieser Begriff in der in der Abhandlung näher bestimmten Be- 
deutung genommen wird, unter welcher, als specieller Fall, derjenige begriffen 
ist. wo mit den Beobachtungen schon eine zwar vorschriftsässig ausgeführte. 
aber nur einen Theil der Bedingungsgleichungen berücksichtigende Ausgleichung 





vorgenommen war. 

Den letzten Theil der Abhandlung machen ein paar mit Sorgfalt ausgear- 
beitete Beispiele der Anwondung der Methode aus, .die theils von den geodäti 
schen Messungen des Generals vor Kaarzmorr, theils von der vom Verfasser 
selbst im Königreich Hannover ausgeführten Triangulirung entichnt sind. und 
die dazu dienen können, sowohl die Anwendung dieser Theorie mehr zu erläu- 
torn, als auch manche, dergleichen Messungen betreffende, Umstände überhaupt 
in ein helleres Licht zu stellen. 

Die trigonometrischen Messungen gehören ganz besonders in das Feld. wo 
die Wahrscheinlichkeitsrechnung Anwendung findet, und namentlich in derjeni 
‚gen Form Anwendung findet, die in der gegenwärtigen Abhandlung entwickelt 
ist. Gerade hier ist es Regel, dass mehr beobachtet wird, als unumgänglich nd- 
thig ist, und dass so die Messungen einander vielfällig controlliren. Nur durch 
die Benutzung der strengen Grundsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann 
man von diesem Umstande den Vortheil ganz ziehen, der sich davon ziehen lässt, 
und den Resultaten dio grösste Genauigkeit geben, deren sie fähig sind. Ausser- 
dem aber geben jene Grundsätze zugleich das Mittel, die Genauigkeit der Mes- 
sungen selbst, und die Zulässigkeit der darauf gegründeten Resultate zu bestim- 
men. Endlich dienen sie dazu, bei der Anordnung des Dreieckssystems, aus meh- 
reren, unter denen man vielleicht die Wahl hat, das zweckmässigste auszuwäh- 
len. Und alles dieses nach festen sichern Regeln, mit Ausschliessung aller Will- 
Xürlichkeiten. Allein sowohl die sichere Würdigung, als die vollkommenste 
Benutzung der Messungen ist nur dänn möglich, wenn sie in reiner Autenthicität 
und Vollständigkeit vorliegen, und es wäre daher sehr zu wünschen, dass alle 
grösseren auf besondere Genauigkeit Anspruch machenden Messungen dieser Art 
immer mit aller nöthigen Ausführlichkeit bekannt gemacht werden möchten. Nur 
ist das Gegentheil, wo nur Endresultate für die einzelnen gemes- 
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senen Winkel mitgetheilt werden. Wenn solche Endresultate nach richtigen 
Idet werden, indem man durchaus alle einzelnen Beobachtungs- 
reihen, die nicht einen durchaus unstatthaften Fehler gewiss enthalten, dazu con- 
urriren lässt, so ist der Nachtheil freilich lange nicht so gross, als wenn man 
etwa nur diejenigen Reihen beibehält, die am besten zu den nahe liegenden Prü- 
füngsmitteln passen, welche die Summen der Winkel jedes Dreiecks und die Sum- 
men der Horizontalwinkel um jeden Punkt herum darbieten. Wo dies durch- 
aus verwerfliche Verfahren angewandt ist, sei es aus Unbekanntschaft mit den 
wahren Grundsätzen einer richtigen Theorie, oder aus dem geheimen Wunsche. 
den Messungen das Anschen grösserer Genauigkeit zu geben, geht der Mansastab 
zu einer gerechten Würdigung der Beobachtungen und der aus ihnen abauleiten- 
den Resultate verloren; die gewöhnliche Prüfung nach den Winkelsummen in 
den einzelnen Dreiecken, und bei den Punkten. wo die gemessenen Winkel den 
ganzen Horizont umfassen. scheint dann eine Genauigkeit der Messungen zu be- 
weisen, vor der sie ht schr weit entfernt sind, und wenn andere Prüfungs- 
mittel, durch die Seitenverhältnisse in geschlossenen Polygonen oder durch Dia- 
gonalrichtungen, vorhanden sind, werden diese die Gewissheit des Daseins von 
viel grössern Fehlern verrathen. Umgekehrt aber. wenn die zuletzt erwähnte 
Voraussetzung Statt findet, und das Ausgleichen der Beobachtungen in Bezie- 
hung auf die Prüfangsmittel ohne die sichern Vorschriften der Wahrscheinlic 
keitsrechnung versucht ist, wo cs immer ein Heramtappen im Dunkeln biei 
muss, und grössere, oft viel grössere, Correctionen herbeiführt, als nöthig sind, 
kann leicht dadurch ein zu ungüinstiges Urtheil über die Messun 
werden. Diese Bemerkungen 
ausführlichen Bekanntmachung. als einer auf strenge Prineipien gegründeten ma- 
thematischen Combination der geoditischen Messungen: sie gelten aber offenbar 
mehr oder weniger bei Beobachtungen jeder Art, astronomischen, physikalischen 
u.s.w., die sich auf das Quantitative beziehen, insofern die Mannigfaltigkeit der 
dabei Statt findenden Umstände zu wechselseitigen Controllen Mittel darbietet. 
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Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen. 


\ 
Bei der Begrüindung der sogenannten Methode der kleinsten Quadrate wird 
angenommen, dass die Wahrscheinlichkeit eines Beobachtungsfehlers A durch 
die Formel 
Aus 





ausgedrtickt wird, wo x den halben Kreisumfang. e die Basis der hyperbolischen 
Logarithmen, auch A eine Constante bedeutet, die man nach Art. 178 der Tieo- 
rin Motus Corporum Coelestium als das Maass der Genauigkeit der Beobachtungen 
ansehen kann. Bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf die Aus- 
mittelung der wahrscheinlichsten Werthe derjenigen Grössen. von welchen die 
Beobachtungen abhängen. braucht man den Werth ‚der Grösse A gar nicht zu 
kennen; auch das Verhältniss der Genauigkeit der Resultate zu der Genauigkeit 
der Beobachtungen ist von A unabhängig. Inzwischen ist 
dieser Grösse selbst interessant und Iehrreich, und ich will daher zeigen, wie man 
durch die Beobachtungen selbst zu einer solchen Kenntniss gelangen mag. 








mer eine Kenntniss 





2 
Ich lasse zuerst einige den Gegenstand orläuternde Bemerkungen voraus- 
gehen. Der Kürze wegen bezeichne ich den Werth des Integrals 
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7 
von #=0 angerechnet, durch ®t. Einige einzelne Werthe werden von dem 
Gange dieser Function eine Vorstellung geben. Man hat 


0,5000000 = 80,4709363 = Op 








0,0000000 = 80,5951161 = 81,247790p 
0.7000000 = 80,7328691 = B1,536618p 
0.800000 — 80,0061939 — 81,900032p 












0,8427008 — 81 02,006716p 
0.900000 = 81,1630872 — 82,138061p 
0.990000 — 81,8213864 = 83,818930p 
0.999000 = 82,3276754 = 84,880475p 
0,9999000 95,768204p 





Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler einer Beobachtung zwischen den 
Grenzen —& und +4 liege, oder, ohne Rücksicht auf das Zeichen, nicht 
grösser als A sei, ist 











u 

wenn man das Integral von == —4 bis = +4 ausdehnt, oder doppelt 

v0 gross, wie dasselbe Integral von 2 — 0 bis #— A" genommen, mithin 
BT 


Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler nicht unter } sei 
oder der Wahrscheinlichkeit des Gegentheils gleich: wir wollen diese Grösse % 
den wahrscheinlichen Fehler nennen, und mit r bezeichnen. Hingegen ist die 
Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler über 2,198664r hinausgehe, nur +; die 
Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler über 3,818930r steige, nur hr u.a.w. 








3. 

Wir wollen nun annehmen, dass bei m wirklich angestellten Beobachtun- 
gen die Fehler a, 6, y,ö u.s.w. begangen sind, und untersuchen, was sich dar- 
aus in Bezichung auf den Werh von h und r schliessen lasse. Macht man zwei 
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Voraussetzungen, indem man den wahren Werth von A entweder = M oder 
= H’ setzt, so verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten, mit welchen sich in 
denselben die Fehler a. 8, 7, u.s.w. erwarten liessen, resp. wie 


er HE EN om. 
zu WET HE HE uw. 
di. wie 
me UNw+sst tun) zu Hr leaHittrtn 





» 


In demselben Verhältnisse stehen folglich die Wahrscheinlichkeiten, dass ZH oder 
MH der wahre Werth von A war, nach dem Erfolge jener Fehler (7. M. C. C. 
Art. 176): oder die Wahrscheinlichkeit jedes Werthes von A ist der Grösse 


mean ithert un) 





proportional. Der wahrscheinlichste Werth von A ist folglich derjenige, für wel- 
chen diese Grösse ein Maximum wird, welchen man nach bekannten Regeln 


nF) 
findet. Der wahrscheinlichste Worth von r wird folglich 





m 





yaezttitrt u 





074807, 


Dies Resultat ist allgemein, m mag gross oder klein sein. 


RE 

Man begreift leicht, dass man von dieser Bestimmung von A und r desto 
weniger berechtigt ist, viele Genauigkeit zu erwarten, je kleiner m ist. Ent- 
wickeln wir daher den Grad von Genauigkeit. welchen man dieser Bestimmung 
beizulegen hat, für den Fall, wo m eine grosse Zahl ist. Wir bezeichnen den 
gefundenen wahrscheinlichen Werth von A 





Voareirnr une) 
Kürze halber mit H, und bemerken, dass die Wahrscheinlichkeit, M sei der 


12 BESTDDIUNG DER OENAUIOKEIT DEN BEORACHTUNGEN. 


wahre Werth von A, zu der Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Werth = H+A 
sei, sich verhält, wie 


oder wie 





Das zweite Glied wird gegen das erste hur dann noch merklich sein, wenn 
4 ein kleiner Bruch ist, daher wir uns erlauben dürfen, anstatt des angegebe- 
nen Verhältnisses dieses zu gebrauchen 
Am 
RE 
Dies heisst nun eigentlich so viel: die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Werth 
von A zwischen H-}A und H-+A-+-d% liege, ist schr nahe 
Be 
wo K eine Constante ist, die so bestimmt werden muss, dass das Integral 
Am 
SKe mar 


zwischen den zulässigen Grenzen von A genommen, =1 werde. Statt solcher 





Grenzen ist es hier, wo wegen der Grösse von m offenbar 
im 





unmerklich wird, sobald 7; aufhört ein kleiner Bruch zu sein, erlaubt, die Gren- 


zen —0o und +0 zu nehmen, wodurch 
K= av? 

Wird. Mithin ist die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Werth von A zwischen 

H—ı und H--A liege, 


= elzym) 





also jene Wahrscheinlichkeit = 4, wenn 


EEE 
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Es ist also eins gegen eins zu wotten, dass der wahre Werth von A 


zwischen H(1-6) 





liegt, oder dass der wahre Werth von r 


a 
hen 





falle. wenn wir durch R den im vorhergehenden Art. gefundenen wahrschein- 
lichsten Werth von r bezeichnen. Man kann diese Grenzen die wahrscheinlichen 
Grenzen der wahren Werthe von h und r nennen; offenbar dürfen wir für die 


wahrscheinlichen Grenzen des wahren Werthes von r hier auch setzen 





RUE) und Rt) 


Wir sind bei der vorhergehenden Untersuchung von dem Gesichtspunkte 
ausgegangen, dass wir a, 8, 7. Ö u.s.w. als bestimmte und gegebene Grösen 
'hkeit suchten, dass der wahre 
Werth von A oder r zwischen gewissen Grenzen liege. Man kann die Suche auch 
ite betrachten, und unter der Voraussetzung, dass die Be- 
bachtungsfehler irgend einem bestimmten Wahrscheinlichkeitsgesetze unterwor- 
fen sind, die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit welcher erwartet werden kaı 
ass die Summe der Quadrate von m Beobachtungsfehlern zwischen gewisse Gren 
zen falle. Diese Aufgabe, unter der Bedingung, dass m eine grosse Zahl sei 
ist bereits von Larzacz aufgelöset, eben so wie diejenige, wo die Wahrschein- 
lichkeit gesucht wird, dass die Summe von m Beobachtungsfehlern selbst zwi- 
schen gewisse Grenzen falle. Man kann leicht diese Untersuchung noch mehr 
generalisiren; ich begnüge mich, hier das Rosultat anzuzeigen. 

Es bezeichne Fx die Wahrscheinlichkeit des Beobachtungsfehlers &, so 
dnss fq2.da = 1 wird, wenn man das Integral von 2 — —oo bis #= +oo 
ausdehnt. Zwischen denselben Grenzen wollen wir allgemein den Werth des 
Integrals + 





betrachteten. und die Grösse der Wahrsch 





von einer andern 
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durch K” bezeichnen“). Es sei ferner 8 die Summe 
++ +ör + usw. 


wo a, 8, 7,öu.s.w. unbestimmt m Beobachtungsfehler bedeuten; die Theile j 
ner Summe sollen, auch für ein ungerades n, alle positiv genommen werden. 

Sodann ist m" dor wahrscheinlichste Werth yon S® und die Wahrschein- 
lichkeit, dass der wahre Werth von‘ S® zwischen die Grenzen mK"—R und 
mE®+A falle, 5 








Folglich sind die wahrscheinli 
mE? —pylam(KT— KK") und mETHpylEm{Am—KCKR)) 


Dieses Resultat gilt allgemein für jedes Gesetz der Beobachtungsfehler. Wenden 
wir es auf den Fall an, wo 


gesetzt wird, so finden wir 





die Charakteristik II in der Bedeutung der Disquisitiones generales circa seriem in- 
‚Finitam (Comm. noy. soc. Gotting. T. II.) genommen (M. 5. Art. 25. deranget. 
Abh.) Also 





Kzı. 


und die wahrscheinlichen Grenzen des wahren Werthes von S” 


Oder simehr, das Integral /e0.="dr ewinchen den Orensen 2 + kin #= 0 soll durch 





um 


berechnet wo 





(Handschritliche Bemerkung) 
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und 








Setzt man also, wie oben, 


so dass r den wahrscheinli 
scheinlichste Werth von 


offenbar = r: 





und 





Te zen 


Es ist also auch eins gegen eins zu wetten, dass r zwischen den Grenzen 





De leR en] 
und 
DE Nenn} 


liege. Für n = 2 sind diese Grenzen 
und 





‚ganz mit den oben (Art.4) gefundenen übereinstimmend. Allgemein hat man 
für ein gerades n die Grenzen 













und 
lu een nen Dj 
und für ein ungerades n folgende 
en EV 
una 





tv 
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6 
ischen Werthe für die einfachsten Fälle bei 





Ich füge noch die m 


Wahrscheinliche Grenzen von r 
1. 05153173 





11. 0,6744807%Y 
sry 
I. or 


u. 0, 







v. 040s2y Te 





vi 012 


Man sicht also auch hieraus, dass die Bestimmungsart IL von allen die vor- 
theilhafteste ist. Hundert Beobachtungsfehler, nach dieser Formel behandelt, 
geben nemlich ein eben so zuverlässiges Resultat, wie 





114 mach I, 109 nach IL, 193 nach IV, 178 nach V, 251 mach VI. 


Inzwischen hat die Formel I den Vorzug der allerbequemsten Rechnung, 
und man mag sich daher derselben, da sie doch nicht viel weniger genau ist als. 
UI, immerhin bedienen, wenn man nicht die Summe der Quadrate der Fehler 
sonst schon kennt, oder zu kennen wünscht. 


r 
Noch bequemer, obwohl beträchtlich weniger genau ist folgendes Verfah- 
Man ordne die simmtlichen m Beobachtungsfehler (absolut genommen) nach 
ihrer Grösse, und nenne den mittelsten, wenn ihre Zahl ungerade ist, oder di 
arithmetische Mittel der zwei mittelsten bei gerader Anzahl, M. Es lässt sich 
zeigen, was aber.an diesem Orte nicht weiter ausgeführt werden kann, dass bei 
einer grossen Anzahl von Beobachtungen r der wahrscheinlichste Werth von M 
ist, und dass die wahrscheinlichen Grenzen von M 











er) und Fe 


sind, oder die wahrscheinlichen Grenzen des Werthes von r 
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Mimi) und MHZ). oder in Zahlen Mut 





Dies Verfahren ist also nur wenig genauer, als die Anwendung der For- 
mel VI, und man müsste 249 Beobachtungsfehler zu Rathe ziehen, um eben so 


weit zu reichen, wi 





it 100 Beobachtungsfehlern nach Formel II 


s. 

Die Anwendung einiger von diesen Methoden auf die in Boos astronomi- 
chem Jahrbuche für 1818 8.294 vorkommenden Fehler bei 48 Beobachtungen 
der geraden Aufsteigungen des Polarsterns von Bess, gab 











5009, = 110600, S”= 0311115 
Hieraus folgten die wahrscheinlichsten Werthe von r 

nach Formel I 1"065, -wahrscheinl. Unsicherheit = +0°078 

1.2.2102 +0,070 

1....1,001 +0,072 

nach Art.?..... 1,045 Ho. 


eine Uebereinstimmung, wie sie kaum zu erwarten war. : Besser. giebt solbst 
17067, und scheint daher der Formel I gemäss gerechnet zu haben. 


Digiizedby Google 
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[ANWENDUNG DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN 
AUF DIE BESTIMMUNG DER BILANZ 
FÜR WITWENKASSEN ] 


1) 
llemeine Uobericht der Methode} 


in ct dei dr ehrchen Amann One 8.) 


Laucug a 








Das vorstehende [hier eingeklammerte] Votum des Herm Prof. D.: [Das Ki 
Jeheint m befürchten, das bei der groen Anıah der jest vorhandenen Wien die, 
jier kurs nich Im Stande sein werd, die jest auf 200 Ti. angemachsenen Pensionen zu bestreiten. Kr 
erlangt daher einen Bericht darüber, ob gegründete Unsche zu einer solchen Pesorgnis vorhanden wi, 
und darch welche Mittel die etwa drohende Gefahr ahgerendet wgflen könne. ...) spricht den eignt 
Hichen Pragepunkt 0 weifend au, das ich der orten Ile die or wüglich beitsten kan. 
Wenn in Zweifel gesogen ist, ob die Kasse im Stande win werde, der ihr obliegendön Verpflichtung nach- 
allg mu genügen, 0 ist dies dach wahrlich der ungeigueste Zeitpunkt, gröuere Anforderungen an dir 
Kane zu sell. 

eh kann mich der öfentlichen’Meinung über dis Anıalt ch bis 10 Thr. rückwärts erinnern 
Damalı schen galt le fr in henlichen Kleinod der Unlverkät, einig In seiner At, und zwar gerade ve- 
sn Ihrer Eigenthümlichketen. Valtermene Freiheit, ob man beitreten wolle oder nich, Ja, mit ein 
Vergleichungsweise geringen Aufpferung, wieder eintreten, wenn man ausgetreten war 
Beitrag. Und damala btrog die Pension mur +20 oder 1as Tl. Nicht 
Hchende, sondern die Iherle dt, wis dom, der Ötingocher Profnor werden konnte, 
Rertätzung einer nachleibenden Witwe, mit der Auch, unter der weisen Verwaltung sie nach und nach 
noch erhöhet m erhalten, dargebaten wurde. Wer mehr wünschte, bethrlige sch noch nebenbei in einer 


Unie. Crtorium 
































Andern Witwenkaue, Jets it man die Pension nu 2:0 Tl gingen, und die Aberaa Art in His hee ie- 
Aelbegebieben. Gebe Ctt, das niemals nöihig werde, an diser Art gend aan mu ändern! Zwangepro- 
vente u erhalten, war nur der almählige Fort 









seht des Minutenzeigers gewähren kann, würde ak mu unwirksam sin um den Zwsck ru erei 


Shen, sandern den nohlen Charkter der Anstalt gunz semären, 





120 acınass, 


et bin demnach der Meinung, dio sämtlichen Verinderuägsrorchge des Herm Unlveräurhe 
O.furden Angerbink ap aufsich Verahen nu ln ei Indem un m Ihhaften Daäke verdichten 
Te rg mg hr ht ande 1 len I dm hen Jh u 
neu hnnukomsiende Wi (den listen noch immer erfeulihen Usberschuer einigen Debei ir 
roten st, so dafhen nicht vergessen, das ja die geranmelten Ueberchüse zum The die Nester. 
Haben, sole de Conjuncturen eandenen Pluctutinen zu decken 

Aber eine grandih# Unernuchung hate ic, in Uebereinstimmung mit dem Reset und mit de 
van Sr. Mognitecns gehunefen Anichten, allerdings für nakwendig. Sal 







































irn vo dem Fusande Qt haben map, wird eine vice jede 
ven vorn mie, genen Grunde Tr 

Wann ich de ie grhich ut amngen Ca geübte Uterschung wait gfnden hat, mar 
nung up dr, m Me ih, dm di Fi a der WE an am bett 
werden mun. Ya va, da de Anl dr lehnen Trogmarn iler Anh der Wien in 
Ann ger Veraltinn sehen mes un da jet diente Zah vi gm a cedem. Ale 
er ge hohe Desand der Wien sch damı in pur Mhpn Zuammenbänge Me die Anl der 
nehmendenProfewren fra Ier og, a ie rin shgpmthft meer Hk uber 
Mich fr Je, vonder gan der fen Zakua ont Ir ın un mern Jake 
ie Flgntron sche sihtar werden, 

Woaurec, vn Wine sum, an ein wein dt 





von ie Ka der W 


ade 


er iehmen, vellichbndrutnd nehmen, al der stand der U 
eich, vrllich beratend anracsen win. "Ob aber die mh! der 

Ba a oder under 1% ach wirt, dd ang, ee nn die 
‚erchime wären are Ti. oder her angerachen, die Anh der Witwen aber be hartnäckig 
au anche, mn gecihen? Von der einen Ste il man ds Cberchtve nicht ine Und» 
he anwachen Tocn, yon der ander sich dam Stfu einer Vergnserung der Penn entgegen. Dann 
im ja eine gründliche Mlıng sage werden, eb und in welchen Mao man das Sat indem dar, 
Ohne die Gerichaft zugehen, Y 

em Vertrag wanit So. MARSers und enge der Herren Cllogn nich bechren, Indem ie wen- 
Jchen, dam ich ie che Pitfung au mich nehme, durch weiche nemlich eine auf Moraitisgente und 
üe Wahreceinliceurechnung ni lan zenchen des Verstgen der Ana und Are Olingahet. 
iogen werden ml, wich mich nicht entichen, mus jelach fgende bevor. 

Hntich Da von der Langesrgkei she Hechnungen üfjerigen Herren ine hr (liche Vor 
aeg, welche ln, dm ala Binnen vier Wasben vllndet wer a 
Ka min ala um weiger ahehhig chen, je Mar der Tri her Ha 
uf werde verwenden konen. x 

zweien men sc de Hechnungn ik Grundichki ar nich führen, he ai tigen De, vo- 
vos Hit ger Nichte vr. Were die efordichen Data Inichen. werde Sch weitekin aneben, 
ie ie kam ch mic auge nicht einlamens ob, uf welche Weir und wie Al aber ua 
ringen ind, un ch ga der rc -Depatatin erawen. 

rien, die eigenhtmiche larichtun unrer Wiwerkacensit were lemeote die von dem 
Seraiäogeeten emblängig sind, wnd sic einem Call ickt wnemrrfen Tamm. Wagen die 
‚ande win dar Eden nehmendig wi einiger Cnelkomsenheitbeafe been; ih 
eich Surrogio finden len, darch deren Denutsung diese Unnellkonmenheit unerhehlch win win. 

eh wm suchen, a der Kar ansuleten, wernaf cn U ler 















































it ankommt. 
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Die Verplichtungen der WR. zrflen idee Hasptrubiken. 
1. Verpfiehtingen gegen die Jetzt vorhandenen Witwen, erentuell dertn Kinder, 
Verpfictungen gegen diejenigen Profunoren, welche jetzt Tilschmer der I. K. Geuellchaf 





aid 
MI Verpichtungen gegen die künftig eitrtonden Prfemser, 












mar ir je 
Belle und Zinn eine fünte Wahl ti) cms been. 
men, der Verpfchtung Sf lc nahe, 
As uhr Fherden« na in Bier ee 
enerah, da die sen vön einiger maihemauscher Hd aber der Ratreprenur, der 
einer dr gran, Shure schtöme, wähle, wenn richtig gerechnet it, 
ik mursidher Gew Rensen unerheblichen Schranken zu ernten haben. 


hnung cine Moildeain, belalı aber desclbe Galtipkit 
der Kinder auch bekannt ein 

























ta cha 
age chen Ti 

"Aa. Auf ähnliche Weie werde sich much die Vrpichtung 
der jet veertheten Mg dar Omslck. ii, mach Oelde anchlgen 
cha ganz ein wäre, wie in denjenigen iiräligen Gesllchaten, wo den JRHART Her oder due 
iirtngd mich dem Alter de enrtenden‘ Khpnrı real wir. Das Untescheidenb einer chen 
Gendlchus von der Urin Itbt she in Glgendem. 

A. I jener erlcht dar Conrct, wenn dis Fra,jap dm Mapa ai PEN ar bi einer Wide 
erkirkung erneuert wenn, so It en cn gun neuer wach dem All der aweken Fu nu replsender 
Contra. un and auch unerhiathete Migliedr, die ein Mut in bleige her wählen A 

en Wien, die möglicher Wehe sich Kannen. Die ale kann aber jun 
nee Vermnbernämung ger wide wnterrefen werden: ak wär abe gchen, ar ah an Ai 
den Mitglieder, die je verhintbet and, nach Arm und nach dem Alter her jeuigen Frauen einem 
Cal uneröge, und dann für die ürign ji nicht veieirtheen den Mitehwerch jener entre Ie- 
. Mögiherwie werden vom eigen 






















eben. Hier mehr hun kenne, ala die zweierlei Erentualikten, 
ie einen zum Nachhel, die andern ru Vorteil der Ka gersichend, ch gegenseitig aufrhen zu Iasen. 
IL. Anınrdem ndet aber such noch der Umerched wat, dns Kinder, vilech jeug noch ger acht 
eberen, demmächst möglicherweise, an den Vorteilen Theil ackmen. Auch das Is ich daher» nicht 
veraschlagen; ich glaube jedoch, due für diese Unollkormenheit sch ein ve aureichendes Suragat 
inden It, welchen ich aber um nich gar za weidtüßg zu werden, her nicht näher entickln wi 











+) gehn ich hierher, a eßtfenigen waren ich diene Einrichtung nu: für shenkor vareil. 
ha haıe, ch in aber gern ri, jedem der ch dafür intereirt, die Grande sarı.egen, 
1 
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Ba erhellet hieraus, das auch die Verbindlichkeit II. sich. mit siomlicher Zurerläsigkeit wird zu 
hun um disse Rechnungen für L.und IL zu führen, herbeigeschat werden. 
vursjhr and Tag, fr 
Tedenden Witwen, 





fr Engine ur 20 Ynhren, wo solche vorhas 





eb der Pre Hof M 





Io und der Fras Prof, H. 





für di jet Pe Mitglieder, # B 
& für deren Enefle 
Aal. Anh mon aber dan Unerfanfen erscheinen, den jetzigen Gldwerth der. 
Verbindlichkeit der Ks ie kuntigen Theilnchmer in erula seenlarum I Zahlen annudröcken, 





artbt sich, nach Ad jeigen Seen ‚un nach da jealgen Or der Pendenen und Beräge. Und 
dach I en method, Au mn I den Sand gehst werd, ch Meren nen wegen engenäherten 
Te zn machen, deen e han ch ja gerade dan, dan die Sthliat, nt vn eier dankt 
ach Umünden In ira Hinvichtungen abtundersden Wrenkane, sondern cn meer Witenkene 
ch de jetigen Finrhtungen bptachtt werden ll, Man wird hierbei ntälich erh erenen, das 
(Üe Dechayg von ges Ementn abhugig Dit, die Lesen je ur erungewee abe 
ht hr Vnletende Asderusgen eliden Amen. Vor slhen Ei: 

die Anzahl der durhschitich jhrich hnmtrten- 























sth Wei einer Anstalt, die nur mu einem sche le 





Teile auf forte: 


Ti nach auf Cptalrente Dsrt It und Mleiben ac, ofenbar wit der Gröse 
In gonauem (rrkehrtem) Verhäiise dergestl, das wenn 1.B. in einem Zait 
. Horebschnitich immer jthr- 





punkte die Schenkähg eine Capital von seona Th, gerade neichte, 
Hi gleich vifpene Mglieler annchmende Geelscha zu sustetien bei 
Herabsinken des Zitsihen auf 3 pc. die Erhöhung den Cpl au 
(esen Umstand in Beäthung uf die Sehriergkeit der Begutachtung, gerade für den unerhehlihsten. D 
Begutschtung kann mohr nicht (hen, alı die Or der Eifluer in ein klaren Licht m wall 
ich die Folge von lt ergibt, dan nothrendig wel 













dafür gesorgt werden man, das das Capital 





unfelbar eintreienden Sicken des Zinsuner zu begegnen. 
Ebenso einleuchtnd into, Ann die Gröue den erforderlchen Capitals gen der Ana 







'unce einen Erfahrungen sum Grunde legen, di ai ı 
ie neuer and neuesten Zeiten unser Urbeil vornugwwee Nten mise. 
echt, dan die aus den eseigerten wsenschalichen Bedärfisen und Anforderungen herroegungune 
Verginerung der Zahl der Profemaren eisen wesentlichen Einf auf das Bestehen sicher Profesoren- 

irerkansn haben mus, die hmaptschlich auf Cpl fundie sind. Ent ako sehr wohl möglich, dass 
(ie Oolngischen Ergebnisse 2. D. sit den letzten 10 oder 4e Jahren keinen ganz richtigen Mann 
(für die Zukunft, vcmal für die kunt apkterer Inkrhundert hlden konnen; aber diese Ungwwicheitlingt 
in der Natar dor Veränderlchkit aller monchichen Dinge, die Folgen davn treten allnkli havor, und 
man begegnet emula einschlummernde Vigdana. In unserm Falle lo macht man 
ine Rechnung für das zur nshhehügen Erfüllung der Verindichkeit HL. erfgderche Capital nach un 
(em besten jetzigen Kenntnis, verpit nicht, daw eben wegem jener Ungwwiheit cin etwas grömerer 
Capital vorhanden sein müne, winderhit die Rechnung fortwährend in bestimmten nicht gu? zu gromen. 























ANWENDUNG. DER WAILSCHEINLICHKEITERECHNUNG ETC. 123 


Fristen 2. aller $ oder 1a Jahre, indem man immer die neu kinrgckommenen Erfahrungen mit benutz, 
(nd let mar dann den Ueberschun alı iheweis diponbel an, wenn er ich wirklich errgränert ht. 

















Aber auch abgengfhhren diesen beiten Umständen, ode mit andern Warten, auch wen» mın 
nen betimmten Zinfunnd soo Dsknmte Zul ljihrich im Durebnchnit Weitrtener neuer Mil: 
der zunyG ia dach die Schwierigkeit der Abschätrng fat undberrindich, da die ver- 
‚ehienten Ve su Alter der Ehegatten eintrten, der Widferveiheithubg verriet ger. 
dene nicht einmaR @rdenkon. In jener Beihang schein ale der Doutachter nur ung auf Einer 


Hei m een m dmg der den Pl vn cher dr den Wienkanen A I Vera pn 
Te ln. oh arg Uerchihigng de Lienen der enden Kepace afaag 
in Grand gungen nad, (Wen Hr Lnveniatt Kg, Jam auch Dia 

I 3 Ga gehe haben were, ha rohe Zw Rah wenn ber 
Aenki dr Watrndeinehhmeung wien wäh, m bat r U 

Ware, ik den sense Tone enekitee Beäntengen 
naive sr Dante Delaun habe, ur dee man de I genen Denon er 
Amante Die mennnenpi, Ss in mi den Audruck Wahnchnihkeichnng bed 
Ann Sen vernden hack von Aavedäng deln in ln den Pl ger a di He an 
23 Zain Gremien de gern Wirenkane b beider Anrnung 
Karl ende ungen Wahnehintahcarndnug pr dan Gr gen, ande vr vn. 
gen Are Die much ch et Dr ae Tanahe paar ch ae Nr, da I dr Tate 
ER eyce cn dam anni var, wei al hen Badge 
vn 































fehlten). Alln in dem voligenden Fall iv cn war unmöglich, «ia Binreultat uch dor Wahr 
jufäkeirechnägeus den einzelnen Elementen zu ermitteln, eben weil ie Hlomente fehlen, wohl 
Ar bietet die handerjäige Erfahrung bei der Rawe seit, wenn sie auf dieinsähte Art augebeutet 
wird, einen reichen Schats zur Grundlage dar. Diese Hrlahrungen werden daher et gmmmelt und ge- 
ordnet werden mäuen. Ich ste die Anlegung einer Bucher voran, in welchem von der estn Sihung 
der Geclschaß an die simmiichen Mitglieder, ohne Aumnabme, mach der chronsloischen Ordnung den 
Tinte vereichaet werden, nes allen den Angaben, die für den üyledestchenden Zweck relaan sin. 
Allerlign warten dies jfihrangen ein noch viel rchtbrere Mair darbieten, wenn von kmmtlichen 
Veiheiigton Personen auch Geburtjahr und Tag aufgezeichnet wire, nich von dem eintretenden Pro- 
euor, von meiner Frau, wenn or schon verheiihet it, oder, wenn und #9 of er sich nach dem Kitrit 
veroeicht, endlich von den misorensen Kindern, di beim Absterben des Mügiedes vorhanden ind. Alle 
ine Dinge aber fehlen, und würden mar eben in Beziehung auf das Mitglied selber ech noch jet in den 
lien ergizan Innen, aus welchen einzelnen Bestimmungen sich aber wenig oder ga kein Nutzen 
chen em.  Glsichwohl bei das, was ic noch jetzt ohne Zweifl wir rusmmenbeingen len, höchst 
hätbar, ich meine venlich fr jean einzelne Mitgit 
4 Terminus s quo und ad qeem der gelceten Berge. 
3. Termin a quo und ed quem der genosenen Witvenpenlon In den Fällen wo en scher eintrat. 
5. Termin a quo und ad quem der genommen Waisenpenion, wo nach dem Tode der Vater 
Oisr der Mater noch minerenne Kinder vorhenden were. 
Die Orts der Geldsunme, die von den Mügliedem beigetragen, von den Witwen und Walen 
erhoben And, braucht aber gar nich mit exrairt werden. 
Dive wäre dean das die Ag dewen Herbeschflng, ver Aufn aller Herschnungen, 
Walich it. Ich hin mit der Eirichlang der Arche der Witwenkane ganz unbekannt, wei alas nich, 
eb vilicht nicht bessndern angelegte Dächer, aus denen dieses Material mit Sicherheit, Volindiekeit 
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ind Leichtigkeit etaoramen werden könne, schon vorhanden and. Jedentll aber würden doch die ohhe 
Zweifel aufwwahten 102 Jahreswchnungen daru dienen können. Ent nach eiguer näherer Einsicht indie 
vorhandenen i 














Benate m uioer Kercien ungen kann. 

Tür jeden elntlnd I digen Bee sufuührenden Telnet 
hen erehen, wie vier der @hlche, und ie ir einen Make im De 
rin aa und wa De Darum Zinn dr Gelenk dar na ie ZA en Hinten 
Sn pro un worle. Nash it di beide enrinen she vapciden, bei nen pm, bei 
E 04 a nach den erigen Oeizen It der Miet ui einer goen Menge in Zement 
due Abflleiweth wieder fr die Zuknn zum Orunde gelegt weren ka, we ne Unach I, warnt 
Hehe Aoruen der allgemeinen Verhline vunten, Die Table she wir herer schen 
ine Ihre Indnten gehe können, wenn map dar Cana grgpit, und 3. den Nktaheeth dir er 
Ak Hlne nl dem fr di ale, ode den emte, met und Akte Dill it anander verglich, De 
Sir ich wo hersmlen, we go der Ordweri der Verdindhdeit dr Omelcha ie, der ihr durch 
en Fin einen an Migiter dreschmitäc zwriche, und wenn mainach dem waschen oben 
Acmerkt it, rg eine plauble Annakme für ds Dechchittat der Arch nartenden gengnmen 
cs lich, fr banmmen Zafun, Deren, wi rn dr Capital cn ten, Arsen Kaerg 
ii, dene af mer frdefende Verindihket I. Ucken kann. Ale dr Cal ar WDÜELL. 
Fulamengrechnet und mt dem wirklichen Yermtgen der Gelleaf verplhe, werde dal un gend 
EEE ar tr de Gogentnde glich neigen, ob bei dr eigen Eng Ta Seh 
Aa geehrt it, oder mr oben munhends oder aber ob Zr Jatbie darsn Deere u 
20 le Kutter oder pt ihr Untergungerarte werden man, und Aemgends warden dan 
ernten Wannen in dm veskitenen Fan mu errägen und eimlien si. 

rer and di Mauptsge de Hann» nach wem meiner Meiung ch he gründich Prüfung 
. Aufelung eier Ban augefüht werden Ant und mare, Eu cin beletonde Art, der 
I m Ober, nenn egertmh id, gm anenichen were, Dam ie Size nur unge und Ach“ 
Us ldegecheben Mer vergl, in man mi der Kür er Zi enthulgen. Winden wiche 
A ja ungeahet, uAe 0 jet win schon oben bemerkt, Apr wünsheneen, du 
in Zahınh nach geriuen Zeicitenfamr wide ca men Bee gran werde, und dien ande denn 
it Ihr al da ei werden, wenn in selcher ch ie ch ben erriat habe malen Zei 
Ferien wenigeä ji an glg and eeinbeg vereländig und fig ware 

Th wi mn auch ne mein Votum üer «in par ande Pınke, di In den ander Abtinmun- 

Bu id biägn, 

eh Yin nicht daar, dad Denmung der taten, welche die nicht 
auchlint, sfghehen werde. Die Ueli le Capo müne In Dehung uf die Wörenkue 
mer dringend wünschen, dam sie Fü, wo einem bel Schule oder Kirche Angteten der Pfr 
SER hei sid sche mn Ben. Van ehem schen Kal aber aherchen« wit le, dr gr 
ine Draldenp und kein Vermigen ha, nicht lei 1 unbemanen ein, ins Vrhrinthung engen, 
nd a überhaupe di gnne Desimmung nen wilchtie von Wirkung vn. Mopihersche konnt 
Aber in unfenldeter Fer, der sich eb dem Tale nah filed eine Bat ht, wech er sont 
ST Erungung eier Hvldung ger noch nicht gebirabe he, fl m der Ele in die Wine 
An ten ande, Andre vemiht werden, dureh ie che Copelaen der Wiwenkann ene Las 
tuhden. 
















































en bu 
unoldeten Prufnoren 











(So lanee Imne ide gehandelt wird. müssen vielmehr. die unbenldeten Prefeoren jene Cine al 
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(ine blige zu ihrem Vorheil gerichende Bestimmung betrachten, die ihnen die Altematire eart, ent- 

der schen wihrend der Zit, we wie nichts von der Uniretkt empfangen, zur Witwenkams beitragen, 
er site, wenn so Bewldung erhalten, noch für die gas Zi ren unbuckdoten Profamorstande dap- 
et nachshlen zu men. 

Meine zweite Bemerkung betri den Zineus, in Bslchung auf weichen Ich dem, wer in dem PN. 
des U.R.O. geugt it, nicht gar beitreten kann. Mir erchent vielnhr die Rechnung, mach weicher 
(er jesige Zn zu 44 Dec ermittelt, zum Theil ale lnorich. Ich erkläre mich durch ein Beispiel 
Dis Ostericlschen 4 proc. Papiere sehen mach dem heutigen Coumsetel auf son sim Ankauf von 
(nen Banquier wird man, alle eingerechnet, gewiss ar sat wirklich zhlen münen, ich wllader nur bei 
Hau mehen bleiben. Mas erhält ln für ein eingenahlter Gel in der Wirklichkeit mr 4, oder ich 
ans 4 proc. Zinsen. Ha dauert ak wenigen 12 Jahr, bie man ner engen kann, Aa man wirklich «pc 
Zinsen geamen ba. Non werden aber von diesen Papieren ale Jahre hr grste Summen aungelamt u 
par urächgeaht, Geschicht' die Ausloosung schon nach 2 Jahren, a hat man in der Wirklichkeit nur 
rusmmen 4} Proc. oder für ein Jah rc. Zinsen genowen, ungerechnet die Konten, it weichen jede Bin- 
irhung vernden he, Für den Date eine solchen Papier te auch immer ein geährliher Umstand, da 

wenn die ihn tee Auloonung nich zu seiner Kenntnis gelangt, er al dan Kisichen mu rechter Zeit 
venstumt, einen sch beieutenden Velit erleiden kann. Für die Witrenkuse wird wohl der Danger, 
































von dem die Yapiere ek sind, immer die nötige Viglnz ausben, wei ihm alt durch je vofa- 
ende Vers ein Gewinn zunächst, aber eigentliche Veuntwortichkeit fr jeden durch möglicher Uebrschen 
entstehenden Verlust wird er doch schwerlich auf ich nehmeng, In dieer Räcksicht wich als nicht un 
Herlanen, Kern die Antige zu muchen, dam ia der heute vor acht Tagen in Wien gechehenen Veroo- 
fung son anderthalb Minen Guiden der in Miele sehenden Papiere auch eine der Obligationen der Wi 











wenkuue getroffen it, memlich die pp. IX, der Rechnung upter Nr. s2 aufgeführte Ltr. P Nr. 16172 





Da ich im Stande Un, diene Anzeige mu machen, verdanke ich nur dem ruiligen Umstand, das ich 
Tante, wo eben diese Rechnung in meinen Hinden it, die Neis vonder geichehenen Verleonung in 
Zeitungatt fand, und mir daher die Dsigatien der augelosten Nummer nat, um le zu Hause 
mit der Capalite der Witwenkswse verglichen zu könzen, und mit dieser Anzeige will ich denn die 
ange Kaposton beschlemen, 
9. Tanus an. Guca 






ca 


Untersuchung dr gopeneirtigm Zustendn der Profterrneitmnkane mu Ohtingn, 


Verwert, 

In dem von mir in der Wiwenkauen- Angelegenheit ums. Januar 4, J. abgegebenen Votam hbe 
ieh die Meibode nach ihren wesenilichen Elementen angeleutet, weiche ich für die allein geeignete halt, 
jun au einem so gründlichen Unheil, wie die Natur des Gegeıtande veratet, ma gelangen. Ich habe 
(ie dot beeicneten allerdings sch Jagwierigen Hechnungen jest beendigt, und ühre Rerulae sind in 
er zweiten Abtkeilug dieser Denkschrii enthalten. 

Da ich jedoch eine nähere Bekanntschaft mit den rundktzen derartiger Rechnungen bei den mei- 
ten Mitgliedern dos Collglams, welchem dise Schr vorgelegt wir, niet rrausetzon dar, = habe ch 
geplant, due cn denuelben lb sin würd, den Grgestand auch nach von andern Seiten und aus mehr 
Populren Gesichtspunkten erwogen zu schen. A en auch nicht möglich, auf ine Art eigenlich präie 
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Rewltate zu gewinnen, sndern nur allgemeine Uebenhläge und Anhaltspunkte, »o it er doch wichtig, 
die mit den Rewltten einer Wrengern Methode in Einklang zu Anden, und jedenfall wir dadurch al- 
Her in ein heller Licht gsi. Zude sind dies Aueinandeseungen enge verknüpft mit der prüfen- 
dem Reriion einer Caräislpenkts der jtrt beschenden Hegulatirs, welche Prüfung ih für urumging- 
ich nothmendig halte, und in Mesichung auf welche keine Dunkelheit sarückeien dürfen. Ich habe 
(her diese Entwicklungen In dem ersten Theil dieses Auhatzes so ausführlich und, wie ich hof, wo ar 
durgestlt, das man denselben leicht wir algen können, 











te Aieeg 

Ds dr Zander Wienke bei dem Sorte ar Sprache gebracht I, und Verhandlungen 
ursber St gefunden habe, im deren Fee ne rädliche Utemuchung je Zustande von dam U 
ertsCumtoum vargt At, war zunch dach ie im Habe den ver Ze aregirtnen De 
Fee vrulaet, welche enden durch das che und ale then Erhrangen wi übechrtnde 
Sen der Würraih (ut dem Tode de Gnkemen Jnrt M. af zei und man) emp, 
du ein anenihihe Taufe dr nen Kanenromnke nur valndigen Zahlung dr Fondnen 
1 geraden Tage ch rpm wa 

Dan de und andre Umstände ce ger Deurıkicung berorbnehten, it um m weniger u 
verrunder da man sich gehn Mat, den Zutand wi einen Böchs Mehndın zu Dichten. Die 
sem v0 war der Berg der Ahiche, Pond 210 Tl perun, und durch veralge Ehühung vn 
ein Ti wihrend des ken Zum vi «7 Fahren ware Aha en uf zen Tal genen. Man 
alte der dual den Zink, vo di Pewionen of 30 Ti. angerachen sin wären,» na 
Ge man sch schen mi Fine beat, we mer der Ueber am Den za verwenden sn 























end nur zuci Pesionen erlsche, 
Varia errihate sugenbickiche Unzallnglchkei des baaren Kasenbestandes it übrigens ein 
Umstand von geringer Bedeutung, sbrt wenn dadurch eine kurafrstie verindiche Anleihe nötig gi 
worden wire, war jedoch, der Jnheuichnung 1640-1415 zufolge, dawmal nicht der Fall gewesen zu cin 
Jeheit, Dergeichen Kxentultäten können bei der sldeten Has, wie bei dem slileıtn in vilfachem 
Geldverkehr bepifenen Pariclier vorkommen, und desto ter, je mehr dahin getrebt wird, grönere 

Geldvermen nicht Ja ungenutzt Tgen zu Jen. 
\ich die 1644 wo ar verriet Anzahl der Witwen war, an ich batrachtet, noch kein Berein 
(iner nahen Gef. an durfte mit Wehricheinlichkeit ermrten, das disc Zahl bald wieder eine Vr- 
minderung eliden würde, wi denn auch wirklich von März bis Jul dd. drci Witwen mi Tea abge 
‚rungen sind. Auch It nicht unwahrscheinlich, das in nicht langer Zeit noch einige weitere Abnahme 
ntrten Könner Indesten gewährt eine Rechnung von heuto auf margen nur eine schr ungerügende Te 
Fahigung, und ei betrchtlicher dauerndes Sinken der Witwenzahl hat man allerlinge keinen Grund zu 
Nicht die sitelige Gröwe der Witnenzahl it es, war dem Instute Gefahr Arhet, sondern et- 

wis ganz anderes, nomlich 


1) Zwei wohlmeinende, stem bereit vererbene Mitglieder der Rirchen-Deputation Lrchten in 


Anregung, der eine die Atschafung der jichen Dehräge, der andere die Ermeiterung der Waienpen- 
‚ionen, Kr zur Sütung lebenlänglicher Perisnen für di uerhirtheten Profewarenöchter 
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ie undlare Fauung deyjmigen Theia der Tegultie, wedereh di Progesin der Pensions 
stimmt werden sl 





(der gegenwärtig a uch vergrüserten Ansahl der an der Witeenkante Til nehmen on Prafssre. 

Die grosse Wichtigkeit des Ltatarn Umstandes Ist schon In meinem oben errähaten Votum nnge- 
deutet. Die Hedeutsamkeit einer grosen Anrahl von Interessenten ist nach der Bechafonheit einer Wit- 
Wwonkane cine sche vechidene. Für eine Witwenksme, welche sich durch die Diräge der Mitglieder 
(der dur die Antritsgeler, oder duch heider verbunden) gune slbt erhält, wird eine recht prame 
Anzahl der Theilschmer nur vortehatk sein, vorausgesetzt, das dio Kasse wf eine rctige Hechnung, 
Insit it. Hine doppelt starke Geclchat düner Art, hat unter Origen gleichen Umständen eine dop- 
De so grome Anzahl von Witwen su ormare fache: sie hat aber auch gerade dep 
Yiele Einahme, und kann daber den einelaen Witwen gerute eben 19 viel gewähren, ‚aber mit meht 
Sicherheit gegen die wechscnden Flatuaionen, welche bei der gröern Gesllschaf\ en Verbate 
Ganzen geringer id, als bei der kleiner. 

Ganz ander aber verhält ea sch mit einer Wilmonverplogungsantal, ie en rein Benceium ist, 
nd deren Mittel elamal eins gegebene Grösse haben (dreh bnimten Kapital: oder Grandhei)- Auch. 
ir wird jede Erweiterung des Umfangs eine in gleichem Verhältise vermehrte Anzahl der Wien zur 
‚Folge haben, deren jele einzelne demnach such nicht zehr 6 viel aus den gegebenen Mitteln wird e- 
alten können, wie vorher bei bechrinkterem Umfange. Allerdings wird die der vergösertn Iteremen- 

m Stärke em mich mehrern Devennkn 



































Henna entsprechende Vergrusrung der Witwenshl in rer 
(intreten, und dem ntälichen Gange der Dinge gemäsı Ks dahin sich nach und nch eteicheln. Setzen 

um die Vorstellung zu Deren, der Umfang einer olchen Geslschaft (ie ein reines Beneleiun I) 
habe sch binnen einer gewisen Zeit verdoppelt. Man wird dann bald auf eine vergesserte Wiwenzahl, 
ko, wenn das Vermögen nicht albt angegrifen werden al, auf eine Verminderung dr jeder einzelnen 
Wie zu gewährenden Pension gefts sein mümen, und diene Hernbstzung wird mach und nach kin auf 
ie It fortchriten. Mitte aber eine solche Geselchat cin Statut, wonach den Witwen, wol Ihrer 
iteigenden Zahl, fortwährend gleichbleibende Pendonen gerhlt werden missen, 10 würde sie weihwendig, 
Mu Grunde gehen. Zwei Fülle gilt er jedoch, wo diver Hergung eine Modietion erleiden wird oder er 
Weiden kann. Zrutlih wenn die Mitul der Kae, vor der Fwiterung des Umtungen der Teilnahme, 
‚mehr as Marichend waren, um die bestehenden Pensionen nu bestreiten, vo da eine fortrährende Ver“ 
mögensrergröserung, und etwa auch Die dan von Zeit zu Zeit eine Trhöhung des Pemionsetzs hate 
Sttt Anden können. Hier wird offenbar der Hellg den orweitrten Umfangen von dem Mieisi? abhan- 
ea: Matte die Kawe vorher einen gromen jühtichen Ueberschue, und ist die Vergröserung der Inte, 
Tesntentahl sicht sche bedeutend, so kann jene die Geahr vieleicht überstehen; die Vermögensnunahne 
ird nur immer langmer und laser werlen,; und möglicherneise kann, wenn die Folge jener Ur 
che sich erst ganz entwickelt ht, die Kraft der Kan noch hinreichend sin, auch der grösser. Wit- 
Werzahl di volle Dansen zu gorähren. Umgekehrt aber, war anfiglich der übliche Ucberschu nicht 
wen, die Vermehrung der Iteressntensahl aber ach erlblich, so mind der jahrliche Ueberchuns bald 
incin Deiit abergehen, und der Hain der Kase zwar era später, als wenn ursprünglich Mitel und An- 
Sprüche im Gleichgewicht waren, aber doch oben as unfehlbar eintreten. Zeiten bi einer Kase von, 
Aberbaupt geringem Umfange in Herichung auf die Zahl der Theinehmer, und wo diese Zah aan auch 
uch der Vergünserung noch wie din eine zu betrachten bt, wird man keinen so regelmässigen Hergang 
erwarten dürfen wie bei grisern; die in der Natur der Sache liegenden, aber, be Meinen Zahlen ver 
Aätnivundeig sich grönem Schwankungen werden die Hegelmänigkeit in der Folge dor Erscheinungen 
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je gane verdunkeln können, ohne darum der Richtigkeit den Stzs den geringen Kistrg zu 
bon, dass nach Mitelsahlen aus hlreichend lagen Perioden der doppelten Interesentenzahl auch die dop- 
jeite Witweszahlflgen muss. Aber, aus jener Unach, kann es gerchehen, da hei einer kleinen Gesll- 
Acht ie verältninndwig vergrösrto Witwenzahl linger murlibt, ale bei einer grnten; sie kann aber 
ben vo gut auch ve rüber eintreten. akann, bi einer keinen Geelichaßt, sich reflen, des wihrend 
äiner betächichen Zah von Jahren nach der Vergröenung der Iterementenzhl die Wiwensahl nur eine 
une unbedeutende Zunahme zig, fast tin beit, ja selbst einmal wider etan zurückgeht, ws aber 
im Grunde nichts weniger ls wünschenrwer sein würde, fall ich dadurch die Adminsrtin in eine wa 
erische Sicherheit ewigen Henn, und im Vertrauen auf den augenblicklich noch Im Steigen hegeifknen 
Vermögensrustand noch Zrhähung der Pension verfigte, zu eaer Zeit, wo cin gründliche weiter la auf den 
nächsten Tag achende Erwägung vielleicht achon die Nothmendipkit einer Zeschinkung erkannt haben 
Würde. Denn dus bedarf keiner Beweisen, dan nahwendig werdendo Beschränkungen dert römer ul 
Nennen, je unger man de verschoben hatt 

Von dem, war über reine Benebeienkasen gesagt it, län sich num Leicht di 
machen, die zuichen jenen und den ich durch 





























Anwendung sufolche 
ie Beiträge ganz nella elultenden then. Kine sche ge- 
mischt Kae is die Profomorenhwenkame, ohmohl sie wegen der Geringfürigkeit der Beiträge jenen viel 
iher echt ala diesen. Auf den Grund jährlicher Hträge von 10 Ti. würde, wie 
en Abteilung za eröternden Hechnungen folgt, den Hinterkicbenen der Iterementen höchstens eine 
Pension von u TU. oder von 45 TA. geräbrt werden können, je nachdem der Zisfuns von 2} oder v 
4 Procen vorungereut wird, und hehe it nach nichts wegen möglicher Verlute, und wegen Adniim 
ion. und anderer Kosten in Abzug gebracht. War darüber gerihr wird, ala nach dem sit 1635 but 
nen Penionnstzejhrich 203 Die 20c Ti, It wieder Auıdass eins reinen Beneihums zu Wetrachten, 
ad en gilderon, söcschlich der Wirkungen der steigenden Intementenahl gıns damslbe, was oben. 
in Betreiräleher Kawcn entrickel in. 
5 Michi erscheint nun llerngs der Umstand, das die Anzahl der Theilehmer an unsrer Witven- 
Fam jett um die Halfte gröer it, la ie durchchnitlich vor 0 bie 20 Jahren war, in schwerer Wichtig 
ei Um jedoch en gehörig würdigen za können, msn supeich wohl erwogen werden, das die in der 
einen Zeit u gro gewordene Witwensahl oder richtiger Peuionentai (mach dem Durchschnitt der ltten 
ct Jahre = 10) gun und gar nicht Folge der jetigen grosen Zahl der Thellchmer Ist, sondera eben 10 
row sen würde, wenn An die Zahl der Theilnchmer nicht »0 sch vermehrt wre: en ehelet dis aus dem 
Unstande, da die Hhersinner derjenigen Witwen, welche in den letzen ncht Jahren den Detand gebildet 
Tuben (rap. Vater der Desion gencmsen habealen Waiscn) fr mc schon vor dem Seien der Inter: 
entenzak, ja meistens schen sehr lange ver diesem Suigen, der Gesellschaft angeört habch. Es mass 
inimehr die jedemalige Witwenzhl, in einer Gwllcha, deren Umfang im Bueigen st, nicht mit der gleich“ 
tigen Zah der Tuclnehmer, sondern mit derjenigen unsmmengetellt werden, welche mehrere Docennien 
Ger St gfunden bat. Miernach liegt nun aber folgende Scan Zen vo gut, wie nun 
dem (übern Zustande der Oeelchat, deren Ineresentenuah vor 2e bis 20 Jahren zwischen 2 und 36 af 
(und ab schwankte, jet eine derebschniliche Witwenzah ven 20 bervoreangen it, wird gan fülich, 
wiederum nach einigen Devonnien, aus dem jeigen Unfange der Gellachan. — v 
‚ab von 30 orwachen können, und zwar ch alle Gerähr, dam disne Zahl ein unübemteiglichen 
Mosimum ci. Be wird danit nich gesagt, dan dien gevim wirklich geschehen werds, modern nur, dase 
(uch den iherigen Pricedentien es geschehen könne, ohnc dass man en gerade wie etwas Auseroenlichen 
betrachten darf: jedenfalls zit chen ein solcher rchor Unberchlag, de die Witvenkaue in den mögl- 
chen Wachen ein viel höhere Spiel piet, alı uber geglaubt sein mag. 
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Gerade hiedurh aba mun aber die Unklrhit*) des Ragalain bei derenigen Biplation, wodurch 
(di Grüne und ds Porscheiten des Penionsuten nrnirt werden wall, cin sche bedenklichen Charakter. 
Die eignen Worte des Resrips des Univeitäsureoriame vom ae. November 1714, durch welche diese 
Normirung sneionit is, ind fl 
= — Zweitens genehmigen vr, das 4 ot lc der Findun um 5090 Tl. vermehrt haben wid; und. 
(die andern Rerenton’der Witwenfonds keine Verminderung gelitten haben, auch die Anal der 
Pensionen nicht über 15 geiogen nt, eine jede Benson mit 1a Tal, erköhet werden a 
Mangelhaft it diese Bestimmung darin, das sch nicht af eine gatz unzeldeutige Arc erkennen 
{ant, war denn eigentlich an eier Pendonserhöhung von den vorngehenden Bedingungen abhängig sein, 
‚el, ob das Bestehen, oder ob bee der Anfang; mit andem Worten (indem ich blos die lerte Bedin- 
ug in Betracht zieh) © 
ob eine Erhöhung, die dem Sutut ges zu einer Zeit eingetreen It, wo die Zah der W 
(Wen höchstens 1a betragen hate, wider auftrenoler wenigstenk sreckmäuig medien we 
(den all, sobald spter die Anzahl der Pensionen jene Normalahl Obeschretet, 


























oder aber 
1 eine einmal eingetreiene Erhöhung unabltgig von der stirkin rflgenden Ueberchrei 
tung der Normalshl dennoch unabinderlch fortdauern al. 

Formalrung der Vorchrit, wenn man ohne alle Rücksicht auf die bei Erwägung 
dh ergebenden Folgerungen, blos den Wert in Betracht sich, natürlicher auf io zweite 
Auslegung Kinfhrt als nu di esta, wi ich um so weniger estreiten, da bei meiner gegenwärtigen haupt- 
achlich auf den Innern Gehalt der Anordnung seat gerichteten Untersuchung der sprachliche Standpun 
‚nur ein guns unergeorineter it. ch kann jedoch nicht wmhin, zur Veglichung auch die Kinkleiung. 
Iieher zu ntzen, in welcher Bauen, in weinen bekannten Werke ber ie Univertät Gtingen, die Ver: 
Füuig anfhrt; da Bnanons 1704 ala Hfernt Im Minlteriem für die Unierttinehen ugire, a0 it 
erize Aufauıng jelifll sur Sache gelhrig, wenn sie sach vom Juritischen (meiner Unterrechung gleich. 
ls fremden) Standpunkt aus, der einmal in ofellen Resrpt gebrauchten Wertfaang nicht dergren. 
kann. Ei heit nu. 0.8. 250: i 

"Ferner wurde zu der Zeit blick, dns jedemal, wenn der Capitıl-Fonds der Kama mil 
5000 Til. angegachsen vi, eine jede Passion mit 1n'Tal. vermehrt werden sale; 10 Jnge 

die Zahl der Perionirten nicht über 15 hinsngeh, was nach nie der Fall 
iernch scheint Haaases den Vorbehlk wegen der 15 Pensionen eher In dem Sn der wrutn In- 
erprtatin verstanden, aber, wegen des zleet vom ihm angeführten Umtandes für praktisch gan un- 
hebich gehalten zu haben, wodurch si Hecht auch erklären Hat, dam in der Woraanung des 

Meeripe nicht für ie 

Baussas würde jedoch wahrschesich ganz ander geutheli haben, wenn er vorher das Ferch ge 
In geprf hatte. Bausnen kann hei der Angabe “war 'noch in der al war nicht den iebnjthrigen Zeit 
raum von Einführung der Bestinmung bis zur Abfeung seinen Buche verstanden haben, da der Frfah 
ung sun einem so Aursen Zeitreumo gar hein Gewicht beigelegt werden könnte, salern muss die gense 
sei Siltang der Kase verbowene Zeit gemeint haben. Dann ist aber seine Behauptung ftich unric- 
üg: DiRZahl der wur der Kusse berahlten Pensionen war wirklich schon einmal über 18 gentigen, nen- 
Nic wihrend der este necht Monate des Jah 1174, wo 16 Pensionen hetanden; je demelb, Fall würde 












































+fÜWer an dionr Berichnung einer sk einem halben Jahrhundert in Kral gemesnen Anordnung An- 
ton int, wolle sein Unheil supondiren, bis er ie ente Abtheilung ganz geleen hat, 
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auch Veretszwei Jahre früher eingereen sein, wenn di ört 1794 tingeführe Vorlingerung dee Dauer 
(der Waikenpesionen dis zu dem Alter von 20 Jahren schon damals gelten hate, Dieser Umstand er 
Jcheint aber in «0 schwererer Hdeutung, wenn man (gmde der schon oben gemachten Bemerkung) er- 
rat, data 20-20 Jahre rücknärt ven jener Epoche, nemlich von 1747-1717, der Derehchntteerth 
der Interewentenzhl mur 21 —22 betrug, 1794 — 02 hingegen 23 a. 

er 15 is mın, mache, die Zahl der Pensionen sicht cher Weder gelegen, al Ostern 1937, 
.d hat ich weitden immer dprüber gehalten. Die Kasse hat den vollen, alle sit 1734 eingertenen 
uieniren Erhöhangen mit enschliewenden Pensenabetrag fertgerahlt, und so wenigstens inplite 
Tena 0b dariber vorher Verkandlungen der Kirchendeputstion Sat gefanden habs, it mir nicht b- 
kannt — die zweite Intereeton des zreiflhaten Funkts ange 

Walten wir nun aber, mit Beheiteetzung sprachlicher und formel Jaritscher ückichen, rischen 
den beiden Intrpreitionen nur nnch nen entscheiden, «0 drängt sich murörderet ogeich die 
Frage sufı Wenn es wirklich unbedenklich it, cin erhöhte Pension auch für 16 Peripieten ungenehmälert, 
rtbetehen zu lssen, warım sl en denn verbsten sin, sie auch bei 16 Pereiientenunfangen zu la? 
"Die Gefahr, wenn eine da it, it ja doch Indem einen Fa grade eben a grow wie Indem andern. Din 
Argument win noch uchlagender, wern men zu prösern Zahlen forchritt. Denn eine erhöhete Her- 
ion bi 12 (ud wie vi mehr Di 3%, 10 u.#.£) Peripionten Fortbestch 
Tenbar der Kase geäblcher, als die Eihähung Lei 10 anfangen zu le 

te Interpreition an, elandt, dieses verboten. 
Zu welchen Folgerungen eine Mrng consequente Darcführu der zweiten Inerprestin ihr, it 
Isich zu übersehen. 

In dem gedruckten Deguatv von 1339 wird die in Made suhende Anordnung im $. 10 mit den 
Worten eingeleitet: Die Witvenpenson wird el nach dem Destande des Fonds der Kase, Wels nach 
der Zahl der Witren bstinmnt. -Auflge der der ersten Publication des Keulais (11) vrgetten Hin- 
Teinng sell Jamelbe die Verplichtungen und die Macht der Teilnehmer fertstellen, und der Herten 
neuen Mitgliedes geckicht durch Unterschreiben eine Ihm sur Kenntnisnahme von den Pilcten und ech“ 
hen vorgelegten Exemplar. Nan mus abo amehmen, dass das egulatie dieelbeu eoltndiy enthält, 
nd das die Kass, gegenüber den NMigliedern oder deren Hinterbliebenen, keine Nechte geltend machen 
kann, die nicht in divem Hegulair enthalten sind. . 

San Andet sich aber in demselben auch nicht cin einziger Wort ala Verbehalt, den Pensionmate 
rent wieder zurückgehen Iamen zu darfen, cu ae denn, dass man die ee Interpretation von jener 
Normirung des Penionmatze nach der Wiwenzah, sunisumt. Im enzgogengeetsten Fall my man, bei 
irrager Coraeguent, einrtumen, das die Kawa verpichet ad, eimmliche, während Ständen von 

ner 16, eingetretenen Pensonerhöhungen ungeschmälert ferzusehlen, die Zahl der Wi 
wen (und Walnn) möge In plterer Zeit (Bin Folge der überhaupt erweiterten Thelschmeral) 
Anch ameschen, wine wolle, 

Dien it aber geraderu ungerimt, insofern man nicht asinmt, dam dan Üssrernement 
ihr ma Wit habe, war zu brarheilen aomer meiner Competene ling. 

"ei jedem bestimmten Zisfuse kann der Kapialanvachs vo 5000 Th. die Rensionserhähung um 10 
für eine Detiunte Anzahl von Pensonrten decken; bei dem Zinstuss von 39.0") für höchstens 

1) Did Einbrigung den Vorschlagen zu darin Ta stehenden Begulnung, ir Julien 1294, wurde 
ini uneweideutigen Worten, nur auf diese Versnsung und nicht uf ıp.C. Rechnung gemacht. Hiensch 
in ao die Ste in dem Aufıste der Herm Unvenitteraths 0. vom 13. Devenber 

IN der im I 1701 geirafenen Driinung.. „it wahrscheinlich eine Berechnung dan rum. 
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u len, it doch gan of. 
nd jenen ist, wenn man die 























Vendensahl 
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1, ei dem Zinfem von 1j proc. für böehtene 1, bei dem Zinfun von 4 prc. für höchstens u Ben 
‚ie, und der Zinerra jener Kapltalermehrung wird, wenn diese Zahlen erreicht sind, dadurch gi 
ich abi. Stege len die Anzahl der nu pesionrenden resp. über diese Grenzshlen, 0 wird zur 
Besträtung allr-ürigen Pennen nichts vorhanden win ala. 1) der Ueberschu, den dis Jäfichen Hin- 
Fahmen der Kaso, vor den Erhöhungen von Kapitalen und Poniontzen gewährt hatten, oder vielmehr 
gerät haben würden, wenn.die re. Normalsahl der Pemienen (143 175 20) damals Statt geunen 
Wite”). 2) Die eimige weit jener Zeit bewirkte Suigerung ler Apothekenpscht. 3) Der vergrerte, 
rag der Berge der Mitglieder, wegen Ihrer gerachenen Anzahl. Diese preciren und schwachen Hilfe 
lien würlen aber bei weiterm Uebeschreiten jener Nermalshlen bald erschöpft sin, und dee schnel 

















je Röder der Banane be schen angerchen it Din tere Bemerkung iin v m vn 
A: st da Mate Lg, ae am emmngelrBeigung ana 
Jen Inerpeaggentsringnde Gefahr dee grömer wir, je mehr Pnanerkäbenen di zum Leber. 
len der Mala wäen St fie hab n 
Wenn arg oben bemerkt it, de in dfbirckten Kagli gur ein Verbehal u nen 
it, weißen einen Dh oder at nn der Au entpengenden Verst der Kae inhalt elan. 
2 darin vnchwegen, darin de Qektngfraae, sf welche die Were 
he Fewionen erleben, di Deorrrtng aufgenommen it, dam dis Heon au... fr jet 
und ra Inge er Kant Umwtända sche gan werden, Giger ac Wahmehenlch werden wie 
iger der Wüenkan ine Cm hemmen: mir met wenigen it ni, eh ich a Jake 
Taclchmer pevmn Has et us vor kam Unkat gerrdt ip, jede he ben, wi 
ich af vermiete, migichn ander Propreninerlrung zu betorgenden Gefahren versbeige; 
‚em wie weht, und ar gen mi deneben Warten, ach chen In den Seuchen Ouitugnarmlar 
im ver 20. Bol in go algmeinen Ausdrücken ‚abgeuste Vorbehalte mögen in eigen Dahn 
cn fr Oo haben im gewöhnen Laufe der Dinge der Meg ai, wenn nicht auerndenihe 
Vernsungen irn,» Lange ohne Anwen, die hebt Neth rung. Kl Ain Antschef 
dengwerkma, kein Maumnab engegebn, wre men wkennen kan, ob der Kate Vnnände Zaun 
genen oe nicht getan. Warct man lange, bie man schen Winden genäht, ur Hera 
Hung der Dninen di Rap mt zu verrnden: 6 bat mn sr wehchinih schen ih zu le 
era, und wich dan Drähen, vn [8 0,212] bemerkt Zedenall It, rcichich der 
Behapung dr Rats der Slider Kane, en gimer Untemckied zeichen einem Zurichgeen den 
Penena in Folge er gu brinmn fuichnden Kagel (mi bi dr at Inerpra)ı und 
einer Boden der Deinen, wre die Kmn sch enlich geeungen ht, wei ebn he ach dm 


her Wihtigk 













































Grunde gelegt, dass die Zinsen der vu 500» Ti. erhöhten Fonde zu & pro. 200 Ti. bet- 
'n, da davon { wieder zum Capital zu chlgen, 3 aber unter die Witwen zu verteilen 
"8öen, war dann bei 1: Witwen fr joe ın Til, betragen würde" 
iu berichtigen. Ven einer solchen Hancchnung, ven + pro, Ziuen und von dar Zutcklegung eines Vier- 
(el demelben kommt in den bald näher za Dtraotenden Verhandlungen von 1701 gar nickts 
°) Im der Wiriehkeit hätten die Binnahmen damal (17) schon für 14 Penionlrungen nicht ganz 
ausgesicht, obgleich au jener Zeit noch ein jähricher Zuchues von 190 Tl. aus der Richenkase gelber 
urde, der später aufgehört hat. Der obige Uebernchlag erleidet aber eine Modißation, wei, voraglich In 
Folge von Imegearhäten während der wetphächen Regierung, die Progrowionsorm nicht genau Deblgt 
ist. Hätte man sich gan enge daran gehalten, so würden di Ponsionnltze sit 1415 immer schon bel ge- 
Fingerer Raptalhöhe, au geschehen It, haben rlöhet werden möwen, — und das jeige Kapaltermögen 
rarde um viich s000 Th. Amer en, 
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ati da der zweiten Iterprttn) eigentlich unbedingt Aber 
en kann, 

Die votehenden Eatwihelngen sten die ale Wichtigkeit der Progreinmorirung bl einer 
Gelhcha, dere Thrichmernl ich bedetond vrgömert, und damit die Wahrheit der SLit] vom 
ir aufgetlten Bhasptung dahun. Um aber dien Gegenstand vn allen Bien zu beleuchten, wid 

 nehmendig in, dem Mergenge der Eitehung jene Saturn Sehr vr htm flgn. Th 
Babe zu dem Zueck die beiefenden Acts srl gelesen, und wide gelten, und gebe damıs 
jomei ie jenen Saure) bien, einen Aug. Ich werde dabei hin nd weder ach einige an ich 
Untergeordnete Nebemumtände herrreihsben haben, wenn sie etw beitragen können, den Hergung bei 
sen Verbandtugen Deprficher sa machen. a vorm wi ih Demeken, dag er Jh De 
rag ST. Gold betrug die Wibeenpeien 110 Tal. Kasmenmbne, und dan dl HR und muiteräen 
Wien ie Yenon di zam vollendeten 12°% Zhre m gelesen hatten. 
218 einem vom u due an dir Une gerbtten Minen, wähle 
unter Bewngnhme nf en schen vor eier Zi an den Könge der Wirenkune gemachten Gesch 
(in Anscige vn der Dewäligung einen weiten Ochenka von acc Til. Gollfnacht, 
(it den Beiign, dam, vie Ni sen Geschenken ie Alcht dal eh, za einer baldigen Fiohung 
dar Vendenen Merken. getrügt were, dam,die Thelschmer auch Imeehe zur Krichung dien 
Zwecke birtragen, und ru einer Erhöhung der jhlichen Neittge ven > TIL Gold auf 1 Th, Kamen 
Fe Dri un würden. Nach den Dershsungen In einen anllpenln P. M. ei u nicht ereiplat, 
(an cn igfich ülih ac, chn Je eine Eohthung der Pensionen in den Maame eintreten zu len, 
an ie sehn Altsten, ana der bisherigen 110 Tl, King 1öo Th. und alle übrigen jede 136 Ti, 
(rheten. Am Schu rot man ich, ln de Kpitan dar Witwenkane ich ale vollkommen sicher 
wit en, die che Unterhingung m Pre ei fenlchen oder ädlschen Kamen zu veralanen 
TE Aachen Anelicten war schen oa, be den Mag zu dr Jehrerchnan far 12 each werde. 
Die beigefügt Anlage, deren Verfusr nich ensnt it, im Dot durchgehen, it für meinen 
ame nich ai. Aber ein par Nehmnumsände Wil ch braunen 

1. Die Kaplan der Wink, hie, ie wo ungleiche Zst sgelichen, ine) u 
5 ro, andere höher. Weil aber der Zifun liht ven len Kapital aufs prc. berantergehen könne, 
nd man bei zu machenden Uebreligen au möglich cher Sumınen techn müne, ao wall man dei den 

mehr ae 3 po. vorne. 

ben ageührten Shlume de Meeris erklärt ich, warum auch ade Ver 
Bnnlungn ei der Unversit für ala aaigen apa was (ohne were Deckung) nur nu 3 gr 
rechne; Mon für uch verbundenen und schen belopien 
gerrfn.. Veg.emıdie Anmerkung a 8.011.) 

TI. Um einen Urberschlag ma machen, auf welche Zahl von Wiwen die Rechnung gerllt werden. 

mü, Art der Verf for 

CAR mn man ach den gemuchten Krahra 
"nen haben, so warden die 2e verdechten Frofren (ner der Gesamt von s) cn » Wien, 

wu ehlten haben, Da ss aber mehrere Gerücht geahrt, wenn man den dseten Fl z Hs ia, 
(8 use man über, dan gegen 2 Ken eine Wir In Anklage brfgen, zo da al die Dsthenden 





Verpfichtangen nicht mehr er 
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ptale sind die Zinsen zu 3 proc. au 


Kine Wine en 








Apnl 1z0 engeahl 
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Dei den Unverstätstig gemachten Usberschlägen hat man jene 3 oder 24 Ehen gegen Eine 
farm vll gehalten, und das Verhätni von Ehen gegen Eine Witwe sum Orunde glot- 

ch habe tie Stil dos P. M. lo Dos deswegen angeführt, weil dadarch erkläich wird, das man 
‚ich bei dem Verhältis von Zwei Ehen gegen Kine Wire so leicht beruhigt hat, obpleich, sche wahrschein- 
"ich, auch diesen den Verhätzinen der Defesoren-Witwenhass noch nicht angemewen Ist, sondern noch 
‚wenigr Ehen gegen Hine Witwe gerechnet werden vllte. Leber die Sache selbst wird das Nähere weiter 
aten vorkommen; aber der Geschäfsserlaf erinnert (nenn os erlaubt ist, ein Glichnis aus einer nieder 
Sphäre hicher mu schen) unwillirich an Ka unvallkommener eigaer Waarenkenatais einen 
ten Handel gemacht zu hal wit unter dem zuent geforderten Preis eingekauft 
haben, obgleich sejubei Lichte besehen, nach immer zu hear bezahlten. Teh brauche nich u einer, 
us ich din Gleich nicht über die Gehthr ausgedehnt wisen will, denn der unbekannte Proponent 
at die Veräkälee 213 und 2111 ohne Zweifel in gutem Glauben an Ihre Zulämigkeit vorgebrcht, 

Inder der damalige Brorctor P., unter dem aylulier, das Meseipt bei dem Sanete in Umlauf 
weit, fügt er den beiden darin enthaltenen Deliberatötsgegensuunden (Erhöhung der Beiträge und Erhs- 
Jung der‚Penlonen) noch einen driten bi, durch den Vorschlag, die Dauer der Wauenpenslnen bi zum 
eilendeten aut= Lebensjahre zu erweitern. Er überlknt den Senstemigiedemn, uch über diene Gogen- 
nde gleich schrtlich, oder in der zof den 11. Julia angeetten Senatrersmlung za Zonen, 

Diese Minire It von 1? Sestmitgliedern unterseichnet; von den dabei gufalenen Aeumerungen 
‚ind Mer mar ein paar m erwähnen 

Der damalige Cartor der Witwenkase, P, seit vor allem den Grunduatsafı die Kane sei den 
ersennärtigen Witwen eben wo viel schuldig ale den künfügen, se nei aber auch den känfgen Wien. 
genau 29 viel schuldig wie den gegenwärtigen. Diva (vn ich in der That hr vage) Phrse erläutert er 
‚in, dam jede kunfüge Witwe, welche weniger erhalte, als ee andere früher erhalten habe, (einer 
Meinung nach) wabrhaf Kit werde, und dar ode rind so demnach sin, die Pensanshähe + zu 
bentimmen, das, nach höchster Wahrscheilichkit, sie niemals wieder vermindert zu In 
diner Derichung halt aber F. den Cae In dor Bil des Rescrips nicht für sicher genug; man dürfe 
nicht 24 Ehen suf ı Wine, sondern nur 2 rechnen, und mise also das Masimum der Witren nicht uf 
1 sondern auf 1115 stzen, mithin auch geringere Pensonshöhen annehmen. 

Kasarsan hl ie Frage für ru verwickelt und achwirig, ala da sch ohne eine umständlich und ge- 
maus Untenschung etwas fertsesen la} auch or ci der Meinung, das mehr nicht aa Acht 3 Ehen auf 
4 Witwe, gerechnet werden dürfen. Da er Ungat aus der Wiyenksne ausgeschieden sei (er war Theil 

3), 50 babe er in der Sache keine Sıimme (al Senior der päilsophschen 
br, keinen Beschluss zu fusen, ohne v 








































den rauch 























nehmer genesen von 1735-1 
Faculät war er dech Mitglied der Kirhendepuitin), rathe 
er einen Sachventängen, etwa den p. Karrren zu Defrge 

(. wünscht auch, dass durch genaue Rechnungen die Kräfte der Kae ermittelt werden möchten, 
(und weiset auf de schrecklichen Folgen übereter Deschlicmung za gromer Ponsonen, an den Beispielen 
der Mannorershen; Bremischen u. a. Witvengeselscaften hi. 

Die übrigen Votn simmen heile den vorigen be, hl entwickeln io Hedesklichketen, wegen Kr- 
höhung der Were oder Verlängerung der Weirenponionen, was hier nicht etrahirt zu werden braucht 

In der Senawätzung vom 12. Julln, in weher, den Proretor mitgenält, 12 Profcworen anne 
hend waren, erklärten eich für die Krlähung der Beträge » unbedingt, 3 mi dem Zusat, dns ale die 
Erhöhung für za grau ilten; einer (der bei der hrifichen Verirung ich nachdrücklich dngogen ekläı 
hai) wollte den zehnten Slmmen beitreten. — Der F’sche Vorchlog, wegen Vorlingerung der Wal 
senpenionen wurde U zu gentuerer Erwägung der Umstände der Kae noch beanstandet. — Wegen 

1 


























134 Nacntass. 





Höhen der Wütrenpersonen wurde beschlossen, ein Gnlachten Von Karren erholen ). Doch erklärte 
man sich schon gegım din im Reserite beantragte günere Pension für die sechs ältesten Wire, al welshe 
chen durch das Vsche Legut bevorzugt ein. 

Die Conlttion des 9. Kerr, welche durch ein im Concept bei den Acten beindliches Behreiben Ps 
eich, war in der That nur ine schr beschrkte, Nach einer ba in gan allgemeinen Unrivson gehaltenen 
Veborsicht der Haupeinichtungen der Witenkeie werden Karrrea nur zwei Fragen vorgelegt: 1) Nach 
reichen Grundsste und Verhältnis in einer derartigen Gesellschaft des Maximum der Witzen bestimmt we 
‚den müwse und 1) um wieie dies Masimunı der za verabreichenden Witwenpenionen noch vergröwert we 
(en müs, wenn im Falle des Nichtrorhandenseins einer Witwe, oder nach dem früher Abichen denel- 
en die Vensonsberechigung auf str vorhandene Waien Cbergehe, und fortdsere, bin dan jüngte Rind 
das Alter von 20 Jahren erricht habe. Die dermalige Anh aller Inerowenten der Kae, und der 
durunter Veadlichen Verchelichten, wird gerade eben so wie In der oben angeführten Anlage des Re 
rate, zu se und 26 angegeben, und zugleich bemerkt, du diese Zahlen und ihr Verältis verinder- 
He und schwerlich einer Wahncheilichkeitsrege ra unterwerfen sn; rum Schluss filgt des Ansrbi- 
ten, dam wenn der Defrag nach ecige weiter Data aus den bisherigen Erfahrungen über das Verklt 
in der Darteipenten und der Witnen nöthig haben mie, slche sogleich mitgetheit werden warden 
Karmrans Antwrt, olrein “Gutachte‘, vom 19.Jllun lage ich in einer volbtändigen Abschi bei +) 





































1) Easchein nicht, da eiwar darüber fntgenetst wäre, in wecken Menue Kara Bath a An- 
»pruch genommen werden ll Kasırama war in der Vornmnlung nicht gegenwänig. 








Yen, nemlich 13 Witwen. Dines hat ch auch last der mir mtgeheien 

‚mehren Zahl der Witwen gezeigt und würde ach noch Dome geeigt haben, wenn das 

Here Profooren au 180 Poren bite buchen können. Da aber nach der Natur der Suche dire Anzahl 

‚er um den 4% Te von 100 wark gewesen, m warc nach natürlich, das die Zahl der Witren vom Jahre 
Js 32 und vom Jahre ırur bis ıre2 weriger a 












Tndewen mau man denaoch an 
‚Za der Witnen in einen Durehachnit von eiwa 10 Jahren bsändig etwa hal 
ro nin werd, al die Zahl der verehelchten Herrn Drufnoren 

(Ad. Dacanınmehr gewünscht wird, dus die hinterlseonen Walsen- Familien einer gestrbenen 
Witwe oder auch einer gvtrkenen Witwer Li zum vollendeten 20% Jahre eine gleiche Pemden wis cine 
Witwe bekommen möchten, 10 kann ic nur au der Erfahrung bei der Bromchen Witwenkaune tan davon 
Bestimmen. Die Bremische Geelichaß hatt ta den a"® Theil der Winwenpenionen mehr zu erwarten, da 
‚io die Waison-Famlin gleich einer Witwe na pemioniren und bis zum vollendeten 1543 Jahre des jüngsien 
Kindes danit fotsfahsen behlom. Du aber die Waisen-Famlie der Herm Profeneren bi zum Tellende- 
m aut Jahre des Jüngsten Kindes dien gniwen sollen, «0 müssen doch wohl gegen 12 Witwenpenionen, 
ber 2 Weisonpesin 

Thale, 13a dem Mario der Witwenzahl noch wenigstens 2 ul- 
ie, a0 due dar Di lichen Einkünfte von den Kopde der Case und sont Ari werden, 
Auf {gest werde, Da run jetzt har 10 Witwen vorhanden sind, so darf man die silichen jührlchen 
‚evenden der Cuso nicht unter dire 10 verthilen, weil wnst die in der Felge hinrukommenden Witnen 
rürdenverkört werden, sandern man muss in 14 diiiren, vo wird innerhalb 1 Jahren der Fonda auf etra 
3a Wiinenpotionen vorsärkt sn, woren din Zisen nch auf eine Penn mehr as vorhin rueichen wor“ 
den, 30 de man alddann, wenn das wahre Masimum der Witwen und Waisenpensionen eintreten wird, 15 
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Da dien Gutachten und die Im gegebene Aulegung die igenliche Grundlage von derjenigen Einich- 
tung Wilden, die den Haspigegenstand der 1, Altheilung meiner Denkschrit aumacht, nenlich von der 
Progreuionmersinug, 10 werde ih solcher, weiter unten, einer asübrlchen und genauen Pröfunf u 
arwerfen, und beschrinke mich daher hier, einstweilen, af felgende Hemerkungen 

Aus den Aetn at nicht en emchen, weshalb Karin im Anfang sine Öntchtes von 21-24 verche« 
ichten Profssren spricht, da Pin seinem Schreiben aundrüchich 26, und nur diene Zul, genannt hate 
ch vermutbe ar, das Kasrren jene Zahlen 32-24 wi die fr is rähere Zeit gültigen angenommen ht. 
Meiner Wiens sind aber keine vlltändige Register über die prnönlichen Verhäliiee der Witwenkauen- 
Mitglieder in der Art geführt, da für jeden beliebigen Zeitpunkt die Anzahl der Vorksicktm danur 
entnommen werden könnte. Fatweder als hat Karren jene Zahlen nu Zahl aller Parkcipänten in 
früherer Zeit anch einer ungeihren Schätzung gelten, oder so beruhen auf esondern Miiheilungen, 
Welche dann, der Natur der Sache nach, sich nur auf Zeitpunkt beuchen konnen, die nicht viele Jahre 
ruckwärt Igen, und Im Grdächtnise nach frlen 

Karren Antwort au 














erste Hrage oreht dann kurz drin, des man für die Zeit, wo das Maxi 
(sogen at wwei hende Hhen rechnen könne, al für jene 234 
hen 1? Wilren, war ich wie er angibt nach dem Durchschnitt dr Izten 1 Zuhre I vo fern Detäigt 
Tsde, al Bald meh Da weniger ala 12 Wiesen vorkunden gewesen sim. Das dann die der denmll- 
en Za von 26 Ehen entsprechende Witwentahl um Eine gröwer an würde, it nicht audrucklich ge: 
st, aber inplio darin enthalten. Auf dio rweite Frage gibt er en, dam nach den Erihrungen der 
Bromnchen Wirwenkame, vo die Wahenpensorirung var bis zum 13"% Jahre daum, man auf eine Ver 
gröserung der Penionenthl um den sechsten The rec; ei der hierigen ala, wo dis Dauer 2 Jahre 
Hunger an sl, dach wohl ciras mehr ennchmen müne.— Beiden 24 Ehen kommen wir demnach auf 
siran mehr ala 16, beiden 20 Ehen, nachdem ihre Wirkung ganz eingetreten, auf 15 nach Kar 
Worten, oderaaf ern mehr ala 151, d.J. auf nahe 1 nach den von ihm augrprchenen Grendatzen 
Ob, ganz obguaen von der nähern Präfung der Inhalt der Outacktn, sin deraüge Behandlung 
is Oogentande eine unständliche nl grneve Untersuchung, wie Kassrnn für nihwendig gehalten hate, 
jensnnt werden köene, Im ich hir auf sich beruhen. P. entwarf nun abe, su den Grund dieses Gut. 
achten, ein P. M., worin er aigt, das wenn die von dem Curaorlum vorgeschlagene Eröhung der Pe 
‚ionen, ohne weiere besondere Verröserung für die mehr Altsten Wit 
120 Rh. fatgentt werde, dies ohne alle Gefahr fr die Kans auch dann geschehen kön 
jhrichen Deitöge nicht erhet würden; date aber, im Tal die Fihtiung der Betäge su die vom 0 
Tntrium angegebene Art, angraommen werde, au die Verlängerung der Walenpensenen um »0 ihe- 
fer angeführt werden könne, wel nach den obwultenden Umständen ein bakiges Wirksamwenden dieser 
Abänderung mich zu erwarten ai. P, scliet endlich seinen Vortag, dem ieh, Ai Ahr, meinen vl 
Beil zu geben keinen Anstand nehme, wit flgendem kerzen Zunstr, den ih, da hier mom ersten. 
mie der Gegenstand meiner eignen Untersuchung, menlich ie Pregremionunonireng, uf den Schauplatr 
Yet, vltändig und Lou mit Ps eignen Werten hir elchreibe 


"Bei der allgemeinen Erhöhung der Pensionen auf 130 Tu, scheint mir nicht die mindeste Gefahr 


num eingeinten si, Kine Wh 
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Vilmehr scheint mir noch 
3) möglich und dienlich, das eu jet ur beiindigen Norm gemncht werden däre, die Wiwen- 
© jemionen jedemal um 10 Th zu erhöhen, u of ich der Fundun um sa0» Tal. vermehr hat 
nd die Zah der Witwen noch nicht über des manfmum von +8 getigen it, Ha it la, das 
man dies hun kann, denn eino Erhöhung von se Til für 15 Witwen Deträgt 150 TH. und 
1 Tal. zu 3 pro. geben eben so viel Inerrue. Da aber der nächste Erhöhengs-Termin 
bald eintreten kann, wenn such unsre Kate keine suserodentiche Zutüsne erhält, dien Ist 
Jh vahmcheilich berechnen. De wir gegenwärtig mur 10 Witnen nu penso- 
irn haben, a missen, wenn der nens Zuschus zu den Deiigen bewilig wid, alle Jahr aber 
Ha0n Til. der Kane beiben, folglich 5060 Tal schon in s Jahren zum fundus hinugekommen 
Min, wenn sch die Zah der Witwen indessen nicht vermehrt; rtst man aber nuch den höcht, 
unwähncheilichen Fall, dee die Zahl joe Jahr um Kine Witwe vermehrt würde, bir si das 
masimum von 1» ereicht bite, «0 würde er och Aaım 10 Jahr enstehen können, 
(Gut miche es wenigstens sin, wenn Im dem Dericht an Kan. Regierung dieser Umstand ermahnt 
war 
"Da über den wesentlichen Inhalt dens Artikel weiter unen bei der Prüfung den Karrunschen Gat- 
Jchtene und der daran geknäpten Folgerungen, und an. andern Selen das Nöthige vorkommen wid, » 
Isllen ker nur ein paar Nebenumsände berihrt werd 
1. Aufilond it, aus der Feder des Cat der Witwenkame, die werte Angebe der Wit 
wen, oder vielmehr Yensonenzal. Ha waren damals nicht 1 Witwen, und auch nicht 16 Pemonen, 
Jondern « Witren, und, unter Hinsuhlung der Kinder des am s, Juan 1701 vorterbenen Frofemans 
M., zusammen » Pensionen. Auch U sich dien Unichtigeit ich eva dndarch erliren, das der 
Abgang der rlett an fremden Orte (Hall) verorbenen Wire (M.) dem Carter damal nech unbe. 
kannt gewesen si; denn ea Andet sich, dus der Betrag der Penion für das liste halbe Jahr (Michaelis 
1709 kl Ostern 1700) auf ene von P. mitunteichnete und vom 9. Mal 1194 date Qultung der Er- 
in erhoben it 









































Sehluzeile (Gut möchte ca weigeene u..=.) Ist une etw im Daskeln rückchtich 
derFnge, für won der abgenchriebene Artikel gentich genommen werden ml, ob für einen frmlchen 
tur Derchlunnahme verteilte Antrag, oder nar für eine Hingeworfene Idee. Von einer für ale ku 
isn Zaiten geltenden benimmten Nornirung der vertadelchen Peninshöhe war wer In dem Rewer, 
och in den vorhergehenden Verhanlungen die Rede guwoen. En war dis ao ein rrter za den be 
eis in Delibertion begrifenen neu hinzukemmender Gegenstand, und zwer ein selther, der den. drei 
Anders Wiehtigkeit heinenvogen nachstehend die vrgliste alheiige Prüfung erfärderte. Wer einen, 
uf cin nolchen Ziel eigens gerichteten Antrag einbringt, I eich doch der Wichtigkeit der Sache bewuna, 
‚welche darch die Bezeichnung eier welchen Lebenfrnge mit “dieser Umstand’ schwerlich genug hervar- 
Wit. Bel einer Äuserung hingegen, die nur den Charakter eines gelagentich hingerorfenen Grdankens 














hat, it man schen machichtiger gegen eine durch Unachtmket enuelägfte Unrchtigkit, und gegen 


ine nach mangelhafte Worfanung, Darch die Numerinuäg mit () lume man sch hibel nicht ie me- 
een. P. zit in seinem Aufnte nicht die Vorschläge, sondern die aus den vorsusgschickten Recnunge 
Gberschligen von Ihm algeetttn Folgerungen. Sein Nr. ent die Flgerung, dam alle gegen die 
Verlingerung der Walsenpensionen vorgebrchten oder vorbrisgenden Kinwürfo ich erledigen, wenn man. 
ie propenrte Erhöhung der Beiträge annehme: and wein Nr. die, dam zwar die allgemeine Erhöhung. 
‚der Pensionen nf 1a0 Ri. Mglich sofort gehen könn, die esprinele Kehähung auf sn Hi fr 
Js sechs atsten Witwen hingegen weder gercht noch ratsam a 
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ter solsben Umständen st die Wichtigkeit der Function des Vorizenden einer brahe 
perchaft hervor, der die einzelnen Fragopunkte scharf ra sondern, jeden an seien rechten Platz zu 
(mllon, und in iehrller alle Zweideutigkeit unchlinsender Worlamung zur Berahung und Absinmung 
zu bringen hat. 

Im vorlegenden Falle war ca F., dem al zhgem Proestr dieses Gesch oblg, ir seste un 
ter dem 2. Jullun das Resrpt, dus Karrruascho Gutachten und das P/sche EM. bei mmilichen ro- 
fanoren in Umlauf, mit eier Auforderung, welche ich in Ps eignen Worten yllsändig hcher tz: 

"Sie möchten sich schrißich darüber erklären, ab Sie dem ganzen Vomchlage PA Weitsen, oder 
über die einmelnen Fragepunkte, venlich 1) in welchen Masse die Erhöhung der Pensionen 
gerecht und ratsam scheine? 3) Ob die Verlängerung der Dauer der Pexion nuch der tern 
Tode hin num 20% Jahre den Jüngsten Kindes gerünucht werde? +) Die von Könglicher Re- 
erung in Vorchlag gebrachte Erhöhung der jhrichen Beiträge auf 1, Tl. C. M. genehmigt 
werde, ohne Bedingung; oder unter der Dedingung von Nr. 1. 
Man sicht, dis der late Arikel von Ps P. N. (be 8. [ine] mit keinem Worte ermahat It 
einen Zweifel, dam P. denlben (illeich de schwere Wichtghat “ses Um- 
ich genug würdigen) ala ein schon in sinem Nr. ı mitenthaltenen Anhänge betrachtet haben 
chterwähmung, zumal im Cotrste a der pcs loglchen 
elcher P. seinen drten Pragepunkt arten It, sehr das beigetragen hat, jene Haupieige 
far sile, vielleicht für die meisten Votanten in den Hintergrund zu rücken. Ich habe daher geglaab, diese, 
an ich gerigfägigen Nebenumstind hier mitberühren zu mömen, weil daderch die sont «0 aufllon 
Jcheinung eräliricher wird, das von «ı Voanten ach ct ein einiger sich in eine Divenuion 
Haupiragepunkt ingelamcn hat (wen man nicht EA Votum 8. [131] dafür gelten Ianen wi); ja das er 
von den meisten Votanen gar nicht, und eigentlich nur von zwei Votanten auf ganz unmeideutige Art 
überhaupt eähnt is, 

Diese ehrlichen Verhandlungen (rom 22. Fuln bie 6. Angus) sind sch vida, und manch 
Jinselae Abstiomengen schr aufhlich; allen se dreen sich fst aumchliolich um die Rachen Frae- 
puakte 3 und , welehe, beondern der Ist, vifächen Widerspruch fanden; Implechen um einige neue 
in Laufe der Verhandlung engebrachte Vorchläge, namentlich den einer Aufkebung der Visherigen Fri 
bei, eıtıplter unter doppelter Nachrhleng der Beiträge in die Witrenkase eintreten ru konnen, wel- 
cher Vorchlag von einigen Votanten untentätt, von andern sachärtcklich rurtckgewiesen werde. Ich 
werde van diesen Abstimmungen wur einige wenige anführen, dis mit meinem Ongenstnde in näherer 
Vertindung sehen 

IR erkär sich überhaupt alen Veränderungen sbgeeigt, will ar den Beschlüssen der Mehrheit, 
Weiten. Den Prschen Ara erwähnt er zwar gar nicht, wohl aber die Princpfrage, welche demuelben 
aut Orunde lieg, und in Beichung auf welcher der von P. bei der frähern Abstimmung aufgestellten 
Yichaupcung (oem 8. [139] Z. [21) schr entschieden entgegentit. 

fir könne, sat er, sch nicht von der Richügkeit des Grumdstzos aberzeugen, das bi Krhah 
(der jetigen Witwenpenson darauf geuchen werden müme, dass in der Folge nicht era die Nathwendig- 
ei enutche, vie zu vermindern, und den künigen Witwen weniger zu geben, ala de jetzigen ohatan. 
Dieser Grundste würde alerling richtig sein, wenn (wie bei andern Witnenkauen) die Eastene der Kane 
bios naf die Beiträge basrt wäre. Allein, da die Prfasore-Witwenkasse ein Benefeum si, dis Bei 
träge ft für Nicht zu rechnen, und die Teilnhme an dem Baneehm für jeden Profasor eine Bedin 
jung seiner Voostion: w gelte, weit ntüricher, der Grundite 

Tode Witwe erhält die mögliht hohe Penion, die der Fond. bei ihrem 
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138 acmass. 


"ei denen Orunduen babe niemand Umache sich zu beklagen, der Fonda steige, oder alle: Sage mas, 
erkönne sein, da dis künfügen Witwen weriger halten, wenn der Fonds sinkt, wo antworte er (RL), 
Fu könne sin, das di jeaigen Witwen weniger erhalten, aa die kanfigen, wenn der Fonda steige, wel 
her ser al wahrehinlicher ei aa der entre 2 e 

I. lt demnach, wie mas sicht, der P’chen Hehsoptung, die känige Witre werde rt, wenn 
ie weniger erhalt al eine frühere erhalten hat, implite die Brniderung entgegen, das man dann, genau 
Wit demselben Recht, behaupten kön, die jeige Wime werde dit, wenn sie weniger erhalte ala eine 














Den het, das die Kane ein Beneelum, eine pa ler, und ie Teilnahme darn nit ner Art von, ie 
Wohl genden und grchten, Zange verbunden ei, Ahr er ft 
Au den Unterschied ri ich uner ander, da dar Sta ir aid den gegemärigen Wi 
wen 0 wit shläig, wi den Kafigen und umgekhrt" wenn dan rich da namen nur 
drücken ull, Mir ic anwendbar si. Die Kane hat ein aniraminige, ds, unter der 
Geral der njuntuen stehend, sig und Al 
rhäheng der Witwenpeionen die Masse demalben (v0 wir auch dr Formindrung) bat Hr. 
CM. P. durch in unrnndlere Rage berimat 
ch hub dee rei Stellen wörlich abgeschrieben, weil darsu, und namentlich aus den beiden von mir 
doppel unerichesen, ga unvierrehich Nerrrget, das Sn. den Rüchen Ar. No. 3 In dem 
San der ten Interpreaßen (oben 8.13]) ange hat. Mehrere andere Nahorende, wie, Ahr 
Os Re Tu haben, obrahl oe Spceen der Frgepunkte, dem Ba’schen Votum Deignümt. An 
er cken man Bingegen in dem {af lgender 5] anıükrenden Rrichen Ytım di 
Herpretion, welehe auch ct 1637 In der Prsb bl it, und Ich meine daher, das die Worthaung 
Pregrsinsrormirung, ie wie die Vegleichung neigt chas Verinderung in das Ruript vom 20. Ne- 
ember en übergegangen ist, uhr fagih in unklare gan werden kann 
Auer Sen. hat mar noch M. urn Fragepunku (P-% 3) audrüelich und unswideig ermabat 
gt aber achte wie darüber, la das das son anprihene Zaren eier Norm fr ds kt. 
(ig Steigen dar ein vorsaglih wii scheine. Man Könnte sagen, de gen enormen hen nur 
Miligung den Zweck aber nach nicht bunt di Wiligung der von P. propairen 
en vo wenig ie ine Hrlrung, In welchen Sin 3. Itere auge habe, Oh 
(Gere u epn, wül ich nicht unbemerkt I, ds Missa In sine beksanten Werke aber die Var 
faneng und Verrlung deutscher Unireraten 8.4 die bstahenle Frogrsii 
ie Drama (8. ben S.{12]) mit den Warten anehrt; Lage die Ta 
Kimungbe 
Von sl gt über unsern Frgepunkt ih weiter vor, ala der oben [13] migeibeite Ara. 
Dart ch noch einen Augenlck bel der Frage verweilen, in welchem San den abet in vntanden 
hat, 10 mache ich darf nufnerk, das de Worte Ba ir ds man dis hen Kap nor auf 
wei Ann agelegt werden könenz nenich entweder it Pe Meirung gewesen, ein slche Rrahung 
le nur u lange üldg win, ee die Zu 1, noch nicht Obehriten si, nach dem Leber“ 
rein aber eneder wider eaten oder auf änpememene Wehe mdiki weren 
der P-ht di Uebercheitung der Zah 16 für unmöglich, wengsen für so sehr wrahichinlich z- 
Balten, dt di Berhschtigng eine slchen Falle gar wnpihig wei. 
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Eine vubtle Workrik könnte villicht Gründe aufinden, die Air die emte Hypstheie sprechen 
würden, wobei ich mich aber um so weniger aufhalten will, da ieh sebut diese Hypothese für nulig 
nicht halten kann, und zwar haspttehlich aus dem Orende, weil sonst P. mit einen eignen Grundstsen 
(oben 8.[133) in Widerspruch stchen würde. Ich glaube vielmehr, dan e,verleket durch das Karrrmaiche, 
Gutachten, — oder, wie man auch sagen kann, und wie ich bald umständlich neigen werde, darch sine 
uarichüge Aufsarung disses Qutchtens — die Zahl von 13 Pensionen wie eine unäbeseiglche oder ft 
undbersteigliche Schranke Derachtet habe, unter deren Sch er nen Plan mit voller Sicher zu- 
ehem könne. 

Finen Abglane Ahlichen Vertrasene Knde ich in dem Votum Be wieder, welchen sich dndurch 
eichnet, dam cs das einige it, welcher der Stalistchen Zahl 15 erwähnt, und denen werentiche 
alt, «0 weit er hier gehört, In folgendem besteht. 

Die beiden Fzuchen Fragepankte ı und 2, sagt E, müssten Ihre Entscheidung allein durch den 
wirklichen Fonds und demen Ertrag verglichen mit dan ergrobten von H.D- sehr einleschtend vorgelegten 
Grundsätzen erhalten. Ba könne sin, dam di verlängerte Davor der Wasenpenionen veruische, das 
ie höchste Zahl der Wliren von 15 übensiegen werden müse, was doch al mit der Sicherheit der Kane 
nveriglich sclecherage nie geschehen dürfe, Fr halt daher fr aka, die Verlängerung der War 
senpanionen nur mit der ausdrücklichen Beschränkung zu beiligen, 6» dnge dir Ansal der Ponionen 
dreh nicht über 13 gutegert werde. Diese Einchrinkung scheine do nehwenäigr, weil die Brsck- 
mung der Verkltime der Kinder keine so gar Trfhrung für ich habe, wie die becbachteie Proor- 
(ion der Witren. Ich verstehe dies s0: E., denen Aufamung des P’schen Plans ofenar der Senschen. 
gerade entgegengenst it, halt zwar nach der Karrren-P-schen Theorie für geria, dass die Anal der 

ber dia berechnete Zah (leo 1) gehen könne; on sei aber nicht oben so gein, dr nicht 

‚nen das kommen könnten, und für den Fall, das die doch geschehr, und die 
‚en dadurch über 13 getisben werden würde, müsste die Beschrkung der Wa 
venpericnen vorbehalten werden. 

(Achaliche Werorgime, dat die Anrahl der Waenpessionen zu geringe angeschlagen in möchte 
rarcn auch von sinigen andern Votanten gehuner; indemen it weder demelben in dem Fialberchlue 
Folge gegeben, noch haben ie sch durch die Beahrung bisher betätigt. In der Tat haben von Erich“ 
ang der Witnenkase Ysjet noch niemale mehr ale zwel Walenpensinen glichetig bestanden, mobri 
ich jech nieht enbemerkt Ian will, das wihrend einer kurzen This der Jahn 1716 die Anzahl a 
3 geniegen sin würde, wenn die Fitrockung der Wehenpansionen his um vollendeten 20'"® Fahre schon 
damals State gefunden hate, 

Ganz ander aber verhät.es sch mit der Witeenseh, Die vermeinte Geriset, das diese nicht 
ber 12 steigen könne, it durch die neuem Erfahrungen z0pört, indem sie schon einmal anf 22 get 
In it, und sogar der Durehchnttwrth während de letzen s Jahre etwa Ober 1 betragen hat. Scham 
Tange vor ıt04 war die Anzahl der Witwen (semlich gleichfalls, chae die Wahenpensionen mitzushlen] 
Sinmal auf u gentigen, und hie während eines Anfährigen Zeitraums (1974-1770) den Durchschnitt 
erh 13 behauptet, Diese Thatnche, die wohl de Curatr aber rich nicht den vetrenden Profeno- 
em bekannt sin konste, hatte, aus dem allen zultigen oben 8. [130] Z.[«) angedeutaen Onicts- 
uakte betrachtet, schon damala zum Dereise der Unichtigkeit der D-R-schen Verauetsung dienen köane 

Da aun aber die Annahme der Zah] 13 fr die höchste Witwenzahl auf dem Karrra’schen Gutac 
ten beruht, in welchem die Hälfte der Zahl de sichnden Ehen al maaıgebend für das Mazimam der 

frwensahl sfgentelt it, so scheint der Sclun natürlich, das Fehler in demalben sin möchten, und 
ieh Bin demnach un dem Punkt angelangt, wo ich diese Öntschen vllt der Kritik unterwerfen mu. 
























































10 acutass, 


Um dio volkeramen verständlich zu machen, Yin ich gentkigt, einige atricklungen voranmuschicen, 
im welchen mir zu flgen mancher vieleicht beschwerich fnden könnte, wenn von vorneherein nach nicht 
Shnuehen it, auf ware hinaulanfen werden. Es wird deualb, deuct mir, engemewen sin, wenn ich 
die vorukmsten Autellungen, welche das Karrrassche Gutachten und die daraus geuogenen Folgeru 
en ten, gleich hier an die Spine le. 
1) Die Anwendbarkeit des Verhltiner von ı Witne gegen 2 stchende Ehe, aufdie Hirige Pro- 
faaren-Witwenkawe, ie nicht cher; it vielmehr, wie con oben &.[199] Z. [5] bemarkt 




















in, wahrichilich, das nach den Verhltisen diesor Kae aias mehr an Witwen gerechnet 
werden müwe. 
9) Kairrm’s Behauptung {Z. 10 des Abdrucs) it, auch wenn ie unabhängig von diesem vor- 





mugeueiten Verhätnine 341 vorgeiagen wird, nemlih man Aöane annehmen, das en Durch- 
schnitt von 10 Jahren immer schen hireche, Ian wahre für die Umstände der Kama gulige 
Verhältei sche nahe anzugeben, it durchaus falsch, und die Unictigkeit diene Sao nt 
ch ohne Berufung auf Erfahrungen, schen mus Ihereichen Gründen nschmureisen. 

Weit wichtiger als die beiden Austellungen ist der Umstand, dam P. das Kaurrensche Gutach- 
(an falsch augelogt hat, indem das, war P. unter Mesimum der Witrenzahl votand, und das, 
ua man mit diesem Worte berechnet, wenn cin berimeter Normalrrältin zeichen se. 
henden Ehen und Wiwen aufggiet wird, und war auch in Kaırran’s Gutachten eigentlich 





ei sehr serachedene Ding rind, 
Hierzu konnt noch der eben a-ichige Umstnd. 

3) das die numerischen Menltte, die für eine Geliche von einem gewimen sich inner nahe 
(lich Meienden Uifange zultg waren, wesentlich abgeändert werden müssen, wenn dir 
Umfang sich bedrutend ernetert, wie diem schon oben aufühlich abgehandelt bt. 














Ich fange ou mit der (gfrter) Annahme, dem durch das Zurammentreten einer schr green An: 
za von Ehepsaren aus den verschiedensten Alterstufen eine Osellschaft gebildet worden si. Alähr 
lich wind eine Antahl von Ehen durch den Tod des einen oder des andern The geie 

Abgeng werde dndurch emtst, dam Ahrlich eine betiamte Zahl neuer Ehepaare 
eis im Ganzen der Detand der Ösellche ungeändert Meibe, Von den im Laufe einer Jhren dar. 
den Ta de Ebemanncs enatehenden Witwen wird, da die Geelche ale schr gs verangenstst wid, 
iin verhälnismiger hr Meer The schon wahrend dewelben Jahre wieder abeerben, wodarh u 
hin die Anzahl der am Kinde des Jahren wirklich vorhandenen Wütren etwas modißeirt wir. Ungefähr 
eben se vile neue Witnen werden am Enje des zweiten Jahren hinmgekemmnen, dagegen aber von den 
Aus dem ernten Jahre herrühnden Witwen ein The chen wirder verdorben sin, sn dam am Ende den 
weten Jahren die Anzahl der Witwen nicht ganz doppek so grow sei wird, ala am Ende des enter, 
Ai Hnde’des dritten Jahres sind wieler ungefähr eben zo viele neue Witwen hinzugekommen, dagegen 
rind der Beuand, welcher mu Anfang des driten Jahres vorhanden war, einen fast dappit a» gromen 
gang erläten haben, ala die Ilans des zweiten Jahres ergeben at. Man nicht, dam auf diene Wehe 
ie Zah der Witwen awar fortwährend wächst, aber mer lagramer, bis sie zulett 10 gro gerarden. 
ist, dass der einjährige Abgang durch den Tod der Witwen, dem Zugang durch Abterben von Eheman- 
‚era aus der Gesellschaft, das Gleichgewicht halt; daan wird a der Beherrungsrstand eintreten, Indem. 
üe Witvenzahl ihr Masimum erreicht hat, und von da an ungeindert Weib. 

Fugen wir des obigen Voraustsungen noch die bei, da wohl die Anzahl der in jedem Jahre 
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neuhinsukommenden Thepnar, als des Verältnin, nach welchen in einer sl Gruppe die verschie: 
(denen Alterstafen gemischt as, Jahr für Jah sich gleich Meidt, inpleihen, das dar Abtorben genau 
mit den Mortaltätafin gleichen Seht ht, mo wird jener Behtrungerutund seinen Namen nach aller 
Strenge verdienenz sorohl die Ansahl der Bhepsare in der Gmellschaft wird ganz ungeändert bleiben, 
Ale do Ans der Witwen, nathlem dire Ihren höchsten Werth einmal ericht bat. Ea in ferner ka, 
dus, wenn man sich eine zweite hnliche Gesellschaft. vorell, In welcher dis neabetretenden genau In 
(denselben Verilse gemischt and, wie in der enten, weiche aber deppet a viele Ehepaar umfau, 
(ie höchste Witwenrahl auch doppelt so gras sein werde, oder, um eu algenein ansrdricken, das Ver 
Haltin der chenden Ehen zu der Zahl der Witre, nach eingetretenen Beharrungrulande, wird nicht 
von dem Unfange der Amocitlon (mern er nur la comtaat Meibend hetrachet wird), sondern Bm 
(on dem Verälinisse abngen, nach welchen die verchledenen Alteratufen der neu beitretenden ge- 
niet sind, und, wenn Jetta Verhältni vollkommen bekannt wire, würde oseren sc a pi duch 
eckig bertnmen Inwen.  inreen wird abrigene der Behamenperuntid, wo nicht fiber, doch je 
dent dans, wenn die Stmutheilhmer alle surgererben ind, waren die etremen Fälle ber: 
‚ing werden ullen, möglicherwee sich is so Znre nach dem enten Zsammentreen verrgern konate 
Indemen kazn man annehmen, des schen nach 44-0 Jahren der wirkliche Zustand dem Beharrngun- 
imanda sch nahe gekommen sen wird"). Um die Verellungen sehr zu fire, wül ich Deipiehhalber 
Venimmte Zahlen nennen, welche jedoch, da ie nur zur Hillerung des sone abutracen 







































(or Binsutrten, während durshuhailich eben ao viele abgehen, 
nd ıwar so durch den Ted des Mannes, se darch den Tod der Fras. Von den während einn Jahren 
nschenden 70 Witren wirbt ee schon in demselben Jahre, so das am Schu den ersten Jahren 29 
"Witwen vorhanden sind. Van dien sind am Ende de zweiten Jahres weitere 3 vestrben. dagegen wi- 
der 09 ncue Witnen Minrgekommen, folglich namen 13° vorhanden. Von diesen sterben wihrend d 
(ten Ja 1, und Indem die neu Ninrugekommenen winder 6 betragen, it die Osanmtahl am Schlse 
(den dritten Jahren 101. Auf dese Weise Immer lsgsamer frscheitend mag die Zal.der Witven nach 
10 Jahre 00, mach 20 Jahren. ‚ch 30 Jahren 1200, much do Jahren 1, nach 43 Jahren 120% 
ch so Jahren 1209 betragen, za welchenÜpkier noch ein paar hnrukommen, und dat wirkliche Mari. 
‚mm 1900 hervorbingen. Hier ten wir demnach das Verkltie der stehenden Ehen zu der höchsten 
Wiwenzabl wie wei mu eis, 

In einer wirklichen Oeuellchat, wo di geforderten Dedingengen nicht in Ihrer ahafen Strenge, 
ondern nur durhscniuich gelten, wird es natrich nicht so reelmämig hergeben können, wie in der 
Sngiten. In jener werden jährlich nicht geran +20 nnuo Ehepaare beiten, sondern In oinam Jahre ot 
wa mehr, in einem andern atwan weniger. Eben 10 werden die verschidenen Altertafen der neu bei 
(ietenden ia einem Jahre tms anders gemicht sin, ala in einem andern, oder ala In dr idealen Gmel- 
‚chef. angenommen war, zum Bell, das Durchschltulter der Mänzer, oder das der Fran, oder der 
(urehschnitiche Unteschled bider wird eamal etwas grüner, ein andern etwas kleiner sin. Endlich 
Wird auch von einer gegebenen Personenmenge das Adıterben nicht genau nach den Meraltittfen er- 
felgen, sondern in einem Jahre werden diene etwas mn wenig, in einem andern eimas zu vl angeben. 
Der Eıolg von allem dem wird sin, das in der wirklichen Össelichft zu einer Zei die Zah der Wir- 
ren ers grüner sein wird, ala in der ieaen, zu einer andern stras Meiner. Ein eigenicher Behnr- 
Fuoperstand im arngten Siam wid In Jever nlemaa eintreten, sondern ein Fleiuiren um einen Miuel- 













































1) Karren bepägt sich, in einem Gutachten, schon mit 4 Jahren. 
zı 


12 nacntgss, 


md hr. Zu dr Zi en, wo ie Wil in der nen Omaha ra gun 
En u m hl ware, win de wien ci Ani Ba er 
Ge Zu ann, Bu Ace Eu worden vu sc Zi in u wol na cher 
em 1a. sch mehr Ha. Ale ge anmtgih in, Br ge Omen u na, u 
Ten ien er Zul man vihle welche mo wol zi Bine nn, dummer noch 
Fa ac Ak aber al meh ah werden kun Di Wahrchnkhknhuug 
im Aigen Zutande, I nl Baankangn at ia Verne Aa sh, nee 
Bit ur den Ba bpanama Wird, den ve dr Deren er Zwick hr 
De ven Wahmhnchkeh, Nat ve Mr daran lt u On, Ahen Tann wer 
Fiens mc hg de Aarendbrke af ont Fe Care ab, At man erde in much 
pen Kenae vn den Delngenen Home habe (ie hi Gina aD gorih er F 
ES, de An surihender Alien von Frhrnge z Geo che, eier ci ler 
Kane au ache Gepärande, vie Winenkaum and neh u, an da & Pe ar an ach 
doch Thai nen Bhmankungn. dm 
































Nach Ihrer awlaten Orga. werden 
in einer gromen Gesellschat die Schwankungen grüner sin, ale in einer Meinen; nach der reiatljen aber 
(ind we ich umgekehrt verbale. Wesiale z.B. eine Owmllicha von obigem Zuschnitt zu eine Zeit 
Yin co Witen mehr, m einer andern bin an weriger Wihren genäht ht, ala die Durchschniugröne 
An00, 20 jedoch, dam die Zahl ınee, ode eine ihr nahe kommende, mit eliger Andaner vorgekommen. 
were, und eben 20 die Zahl 1200 oder eine ihr nahe Hgende, 1 würde man schliesen dürfen, das in 
‚einer andern Geselchat, die di sont ähalichen Verbiltniwen dureichnitlich mur 30 Ehepaare ah, ie 
‚Normalwitwentahl eben u leicht um & vermehrt oder vernindert echeinen könne. Oder, etwas ander 
mugedrückt: Eben m gut, wie in der gromen Üesllichat wischen 1s60 uan 1240, wird die Witrensahl 
(er keinen zeschen ? und 19 auf und abshwanken können; das able Schranken I, wenn der 
Umfang der growen Oeuluchaf 10° mal gröwer It wie der Umfang der kleinen, In der gruen schamal 
10 grow wie in der kleinen; mit dem relfien Schranken, weiche in der gromen Geelichat (ch abi 
jsen Zahlen) 12, Procent betragen würde und bi der line dr Procent, verhlt cu sich gende um 
gehehr. 
150 viel von der Sache. Wan den Namen betrit, so habe Ich, eben, fr die Zahlen der ei 
Ha00 und 13, anstatt der weischweigen Umschreibung "Durchschiturahl der Witwen nach eingetretenen 
Veharrungerutande? die Denensung *Nermalwitwensahl gebracht, welche man licht al nicht unumend 
ten len wirds aber dic it ee meiner Wiens nicht. Ka I vielmehr gan gewöhnlich, jenen De- 
(if kuruneg mit Achter Witwenshl zu beuichnen, wobei von den regllsen Flutuntionen gan astra 
rt, und nur der Beharrungsustand im Allgemeinen Im Gegensatz zu der vorkergegungenen Zeit Drück- 
Jiehlüg wird, Für einen eiigermausten Suchrersändigen wird hiebei ein Mirestandaln lat leicht mög. 
Yin sinz jedenfalls aber in a vi gewin, und aus dem Gutachten, wenn man cn nur mit einiger Auf. 
ImerksumkeitHwt, glich vu srkanuen, das Karrram in demuslben die höchte Wirwensah in aim Finn 
nd mer in diem Sion vesanden ha. T. hingegen dachte ich dab eur ganz andere, namlich die 
Zah, über welche die Anzahl der Witwen nach höchster Wahrchinichkeit niemals sl hinangehen 
können. Beide Zahlen vermengen, it uagefihr damelbe, ala wenn man den Durchshnitupris einer Han 
elartkels mit dem höchsten Prise verwechste. Ba ist hidureh die oben 8. [140] unter 3 gemachte 
Austellung Minreichend bewiesen. Wan aber eis Frage nach der hacsten Witnensahl in P’schen Sinne 
en Won betift, it sa eine slce, auf-welche eine bestimmte Antwort sch gar nicht geben lt, 
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Aue den frühen Erfahrungen jedoch (8. 19» unten] ht man, unter Berücksichtigung des Umstander, da 
in den ten Deeranien die Gmslichet einen vil kleinern Umfeng hats ale 1794, und du jene Erfeh- 
ungen eine, Zeit angeörten, wo der entsprechende Iinherrungnurtand aa noch nicht ganz mich ange- 
hen werden mus, schlewen können, dass man foran eine die Dureaehtaahl 15 it 
Wirensahl für sr wohl möglich halten müsse. (Dass bei allem, was ich 











na aka una Aa 
ade 1.) Kr prägen Tao is 

2 jdn bang, sn dr age ee sms Kgenden Que de ran 
Mn. Ber Ansendung den Carol u Gegend der Naar a uf 
Baer ange di Yung aaa de aa Om wie mad gt Im a 
Un need mer mie nr wage Aa mi Kg ar Shaun, ie 
Walk Hg ghoren, ud man mt dm, was yes dp den aueh 
Sehe ann a mh, a ya ah vrde Am a  aa 
en na ame al kn aa Alan ah Bang ar 
ZA en Pla de mie Bhraktngn rad gröam mprmen nr mn Ci 
rn u re Zermghl em pa mat onen de Di ach 
in igend almn ig, ade ge vl Kata und umge Ant 
ie rn id Verne den rin nt ie baden Pc wit 
And mt, gerade che de Orr ee er ya hr 
Bee aa ng an wa Gr vom Fa ar Aa ps wa ud a 
ad und ann sangen ver Ararngn hfanan oa arapn nr 
Ga vn der ne ringe nahen. Das Und ab a nr Umkg 
ent add, aber hg nd a Enge a Barren 
nn u mn rer Ze fr 5 wi an du in Baba beige 
Ge in pe 

Wa 2. dr de u em met Bent oa vn der Menge de meinen de 
am On Jh den Tape u De kan ven Den wc nk 
Der dur de algeean behn Yen dr Fa ng Some ar ca Dar 
A on il gie Seh a len m ch Dani ohne 
An a Der Oma erden, vl den da de la an vom A 
ge vd Karma da band Zunmmedug 0, var, a dl Brng 
AR I un Mn Abhng an 0 ha cn Jahr vkam kn, we an 
EEE ar rer Fa mg lg ini jeden ande 

A je ae Mega bl ng Wen nu of ander nen Jahn, 
an si dran vn ar vr nnd erden nr am gen ha 
Mn na tg spe güaenGmalmeh dreht ke 
Aug apasanun ie, und gr an nike Bohnpande, de Je A 
er Ban cam af Ya bernergekbnmn in der dran de age Abnang = 
Sid sd ae an Vmsofka grade Geendaan d ar d 
Ai paar Ahrehug von Nenner Sat haben were Be er lan Gnade 
Sana in are Gaakan Wen dr enden krachen nahen kg 
ST rn Ara dr Map ar dar Dal rl. A Del 
Eee es a  1 yn andern 
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ange rthrungen, und kn aber di eignlih Normal ad kian il heren Aufhls e- 
Ben, aldi Eat vn nem «neben ke im des vrgöere ea Durhehitamenbe beine 
ende Gert hate m ann, km er writlich dnfen, vn win ln von einander gas 
age Grppn di Kfahenger hergenemmen nd, Da man di durchchitihe Ds een Wi 
ham on 3 Jahre bring, vo ware ti enpifcher Dedmmang er Nora st cin 
er Durhuchi oc gr keine sch here Dargicha für Flniain der Schwankungen gerahrn. Da 
Sr Jtr ach einander ie Witreneh besnäig unter dem de algenenen Vrltnluen der Gm 
Seat etpechnden Normale Men, im Gnade een ın wenig Far he ga numeurdetiehe 
eeheing antnhen, aa wenn ein Pharosplrrreimal nach eandr gan, und ie Lem, ehe 
Ind Messen mas, ic, da von der andem Se jener Dehang ach dr anntehrchen men 
ee Jar en vo ht mög nd, wie en ununterhuchen fe, 
Dar Zahlen reiche sehenden Ehen und Wien. welchen fr di Drofemarn Wien 
a in Kareme Gutachten wie 313 vungett ie, wid fr Önullchaten, welche senden 
benknien enghöern, ein sh veekidee min Mut. Verglichen wir zB. ne Wänmkanmäge 
lat ie die unge mir de Grm ar mehenden Eben und Wire I ine gun Land 
Ha ur in Beehtg wur den algemeaen (8 v2 oben) angaben Drumngigrnd, vo ht 
Saat, di jener vrhnmbnig mehr Wire een he Cette Zi vn Bin zart 
Seren münen a in äime. Ba dr green Mae der Landerinhnr Zen durcehnieh de Ver 
Aninungen ia ia fcharr Ar, und dr Umtmched der Akten von Mann und Fra inch dem 
Dunischiterethe ginge, l bei Unrenitprofeeren 9). Dan km, din unre Wirenkane 
ac Mgieder chen vier dniten, währen I di tn von ine pnsn Bat ie mn 
chen Hhpaoalh von Ihrer Verbmihung en eingerenet werden. Alln die Wirkusg divr bei 
a Unaen ie mu ie gerge in Verplich mu dem Eau die ande Umtander, wecer eben 
12] ide om Dehnung der Sache nach Di Be en wurde, noir, um Abgae 
1 lin Gh den Ta, sondern such dh wae Wirderrhehung rien han. In 
ir Wirenkue, wo cin ch wider vrhriende Wie ale weh Arch nf ie Pen vn 
Hr engen Widererkiikungen der Wien ae vorskennen, und nm hl une Wi 
Mann I dem guten Zumune An Behr nr cm «indem Pal der Ar Ar ein gun Zand 
Aeeren alamı man der Erhhrng nflge an, dam au dem gta Bestand der Wire an dar 
Ann ne ji durch Wideerkentung aumch:det un kind wi da Var der 
chenden Hemden Winen wonach ageinde. Koll ha such in onen Lande, den Bea 
Ang ben a ngrer Zi in Zunhmen begifn gern it, die Zmahme einen wewnlichen Ein 
EEE da Verl der wurden Ehen und Wire, indem ch da mehr nabede Kin ger 
en Hin Wise vdden werden, ne ok jun Umnand da si wäre 
I rbrungut vd gewohnlh ge, Anfragen Land vier uhede En ge 
jr on Wim a ohne sen. Die von Grm Ahr Beige agegebenen Zahlen amnda mi er 
Ehe fur gesehen. Far dn game Königreich Hamerr wsben ie Zahlungen von 
Immun cas are Zu, mh 3,5 ebene Ben gegen Kine Wire untmehitn man 
SS nen Lande, m eigen ch sche grme Unglihien, «ind. 







































































) Aus uneror Witwenkaus og mir ie Data für das Alter nr von &2 Ehrpsaren vor, wonach 
der Aurehschntliche Unterschied » Jahre Detrgt. Dei der Oesamhei der Enwohner eines yansen Lan- 
des wird man schwerlich auch nur einen halaogrowen durchchntlichen Unterschied annehmen könne. 





ANWENDUNG. DER WAHRSCHEINLICHKKITSRECHKUNG 145 


in der Landäroei Side aunun4nn 00. ut 
der Landärosi Auch „unu.onn no. nas 
in der Berghauptmannueha Clausthal... 4,50 
iehende Ehen gegen sine Wine. 

In der zweiten Halte des vorigen Jahrhunderts hat man manche Winenkasen su Grunde gehen 
sehen, weil se nut die (bigen Bemerkungen zublge ganz fach) Voraunetnungen gegründet warn’), 
ss das Veraliese der sohenden Ehen mu den Witren, weicher sich aue Zhlunpen für ein ganzer Land. 
eritt, auch für Witwenkamen als masıngebend betrachtet werden dürfe, Karrrer war einer von denen, 
‚welche nicht erntdsten, slche Asche Grundstun au bekämpfen. So af er abr in ninen Schrien mit 
poniven eignen Angaken auftritt, heit cs eierder nur, da man zun elkreemieen Eine Witne auf 
ei Ken rechnen müne (1. Karrras Vorstellung des bisherigen Krllge uw. 8.23); oder er ve 
‚Fahrt ich auniriclich (Prüfung eines Auftzen In dar Berliner Monsachrit 8. 30), das das Verl 

te Theil aller Witwen ich wieder ver- 
. ihre Pensionen damit eröechen; der er gät Zahlen an, die eben bedeutend mehr Witwen 
lb die halbe Zahl der wehenden Ihen erringen; & Dr 
der eben angeführten Schr 8. A it eine Rechnung gefhrt, wonach gegen 3203 Fhepare 
1934 Witwen kommen, 
Prüfung einer kleinen Shit u 
Eben dienen Verbätae int aufgestellt in 
Sanznlung Arie Aufsse aber die Clenbergsche, Preusische und Dannche Witwennerorgungs- 
antalten 9. 30-34. 
Samzumlong wichtiger Krahrungen u 
het 

Tre hat Kamm ae Ange and u he Ua Bhrugn pt mp 
Iien von genügender Art auch schwerlich aus Deutschland damala zu beichafen waren], sondern a 
Mora ud af ger Yonuenge the der drin Ale der 
in ie Oesllcha eintretenden, Voraumeisungen, die jedenfall nicht ungaiger gerält sind, ale si 
‚ich bei unserer Profuoren-Witrenkae wirklich Enden. 

Wirtiche Erfahrungen sun einem augeichsten und sit rer Witwenkase wohl ungeihr au 
eice Line zu welleaden Krise Ando chin Pıscr Oberrtlons on reverienary papnens, 8.1. 20r. 214 
(nach der arten Ausgabe diesen Werks von 1172), wo für die Gesammibit der Purer und Profumoren, 
in Schonland nach ıjahrigem Durchschn die Zah der stehenden Kin zu sr, und die der Wire 

(angegeben wird, ae sehr nebe in dem Verälsian von? zu 4. Ba wind rapkich bemerkt, dam 
jese Standerklssen dort durhschitich mit dem Alter von 27 Tahren in den Oenun des Kickonimens 
von ihren Sullen kamen, ao gewis frühe, als durchschnitlich dei den Prefemeren deutscher Unlen- 
kt angenommen werden darf; auch waren bel jenen Witwen die Wiedererbeirthungen ct so selten, 
ein ba den Wirren Götingscher Profewar 

"ne den eignen dien Frfahrungen bei unter Gmallchaft Ast sich, auch abgehen son der 
linkes ihren Unfangen, schon denwagen dus für se gülüge Normalrerhätins nicht ableiten, weil die 





























8.11, wo auf 109 Eheminner a Witren gerechnet werden. 





8.35, 0 Karen auf ie Rheminner 200 Wliren 























Bewegung der Anzahl der chenden Ehen In derselben eine unbekannte Gröse it; dose Anshl it nem- 
lieh nur für zuci Zitpunkte, aus der ganzen hundertjährigen Dauer der Anstalt, bekana, fr de gegen- 








"y Menche aledinge auch in Felge von noch gröbern Fehler 
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von 1201. Matte man, in Beuchung auf Mmmliche z0u der Witrenkame is jett beigtriene Profno- 
Ten regelimtuig aufgenichnet, ob und während weldhes Theil ihrer Genomsenschaß ae verhelicht gere- 
em sind, zugleich mi der genauen Altersangabe für ie slbt und Ihre Frauen, so würde dies vermit- 
el der Moraliättfen zu einer sche genaen inäreeen Basimmmung des fraglichen Verälnimen beats 
werden können, 

Age werde 

von jet an zu rende Mlaaurege, demjenigen, welcher, wieder nach 100 Jahren, begutachten wird, 
ine gleiche Klage ernant sein wind. 

Sovil über das Kasrrmuahe Gotachten, oder vielmehr über denjrigen Theil demeben, der mit 
dem Gogenstunde meiner gegenwärgen Kritik in unnitelbarer Verbindung sichtz auf den zweiten Theil 
‚den Gutachtens, der di aus den Wahenpenionen etspringende Vergeämerung der Auabas ber, 
(werde ich in der zweiten Abıilung dieser Denkschrl surackkommen. Du in jenem ersten Theile des 
Kareriwchen Gutachtens eben nur die Oberfäche des Gogenstander berührt ft, wird, meine Ich, durch 
(ie vortehenden Kutwicklungen tur Genüge dargeihan un. Betrachtungen oder Vermethungen dartbe, 
ie ca mgegungen, dam Karrrza nur cin an oberlichlchen, nieht einmal mit seinen aosigen entlichen 
Äumerungen Olereinimmendes Ostchten angestellt hat, würde mich hier u wet führen. Inden möchte 
ish glauben, dam, wenn wen, ante sich auf die Verlegung von zwei Spechlfngen zu beschränken, 

‚woren zudem die eine, In dem Sian wie der Fragseller meinte, eine besimme Antwort gar 
nich zlles, den p- Kurrrsn, gleichviel in welcher Form, an den weitem Delibertinen hatte 
Wwenigtans über die Angemomenheit des Fans, den man auf sin 


































Outschten gründen na nnen vermente, unter vltiadiger Mithelung aller Sashverhältine 
u Mike gesogen hate, 
(ie Krage Aber die Normirung aller nen Penionserhöhungen nicht +0, wie geschehen, Ober das Kae 
on der Witwenkame ein Hoparanım 
Norender 10 


brechen win würde). Das it aber unterlicben. Karrera ori 
von 4 Til. 24 mgr. für ten Öutchten, 10 wie P, in dem Minierareerit.rem 2 
ine Belebung winer wohlaugearbeiteten Deakchrit. 

In diesem Rescript wurden die gemachten Vorschläge genehmigt, 
nen jedsch Devorwenet, das, wern wider Verhofen unglthiche Untände demnächst ee Verninderung 
(der Pensionen neıhmendig machen slen, di alıans vorhendenen Witren sich welche gualen Iasen 
jmimen; such warde für ie Küng der Erogreuionsnomirung gemäu sersunchmanden Penionserhähungen 
(ü jedosmaige Hatißation vorbehalten. Eu sheint bemerkenswert, das hir'nar einer schen Nolh- 
wendigkei gedacht it, die mus unglücklichen Umständen, sicht aber derjenigen, die mäglicherneie nur 
ner zu gromen Witrenshl hervorgehen könnte. Hat man einen slchen Fall für unmöglich gehalten, 
(er hat man das Kogulti in demmelben Bian wie Su. nufgefut, und, dam in einem alehen Fall ch 
Yension wider herabgeben müne, al sich von ulbat vrstchend beractet? Übrigens wurde bi Half 
lan der ersten Erhöhung (1t»# Mai 29 demelbo Vorbehalt wirderbt, aber nur im Allgem 
Voständen, die die Wiederverninderung nalwendig machen könnten, gerprochen, ohne die Qulicition 
von unglücklichen. In den später Hatdetionsüllen I, »0 viel ich habe Anden Können, die Reservation 
icht widerhlt, 



































+ Die Zahl der im Taufe meinen obigen Bricht angeführten oder ande 
Jchasbehandlung hite licht noch vrgrösrt werden können, wıa ich jede 
Geh nalen habe. 
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Me ir je noch Ag, age run The chen ben Derthrte Punkte ach irn ler u 
Neinehten. : 

len tu oben gehe, vn Aber en Unmäpricn 7. und R. ns eiesgmgntte Amichten gr 
abe haben (.{ı2] nd (va), Wenn der lamee 8. {14, oben] von anem Bungn od Ann de 
Fand sr, wm vermuhe ih, du er een Mr dm Zeig den Fonda gemein at, Dann ds 
Ash, een ie Anl in Denen it, de srnke Pächter Vrmlung m nein, ar m 
Foren, du di Sana, u welcher das Bene Amt, In ler Iglu een were: Dies 
ana ar sen wagen der ei Kapauneihungen von Zt m Zt de ale Vochtnich nureden- 
den Veiie nik Sheet ande wit gehen, aa wan men neben der Thal ech ige 

Malie Vermhrung sh mm Ziele nn, wobei man dan ame ber oan m wall m wa hn 
Age. Auf dime We wird die Gmammehi der erpiten I der tm Zeit sogen die Oman. 
We der mn ni zu Ras ken, oder ala eer ter dan nn, war ber ie dm 
am Penöpntn je um vo eher gönnen Aöen, da de mie ai Früchte ner alien Kath 
Bei er Vorgger ginn. Ausedem efne do Hligkeit, dem man sch Dre, das uner 
eich und Di nr Ainen Önellchat vrhänimdwig sehr groue Schranken der Zul dr Dreh 
Hnten ar mreckmtsigeMasmegla vo vi nl suwoglichen. Dagagen al shit ai 
Faden, da sera «n knfger eich Derpnt wenger erhal sale, al nen in herr 
ren hat bei einer Gslehat, de wie Sc, shr Fe Demerkt Aa Immer aims Auanknigen 
Sehen wird, im Markt sieht begrndt; jdn aber, und di der Hauptpunkt na den 0 m. 

ha cher chen Pomlenung wenn de wi ee ubetnge gen ml, gu ah ante 
ine de aftbante Like goen di demaägen Pröpenten. Ex ng sf dr Mad gone 

Schere man verlag, dem jener Fa inmls ein min, dose weniger da mın den rigen 
Peptaten verein. Men mie de een Pla fr ie mögliche Zahl der Prien br 
moin, woren, win oben gi I, ie Antae wei enter wen. ‚Kech il mlgender 
Ss herr deck de eier unen 6 10) sfgalten Obenchäge na den Grund der errteren I 
Teeententabl, cn Arena, ie doch ach acen vr. wter di Zahl dr knfighin nich Dis 

chen Fe Me asgenumen werden Mac. Dem damals war 
 Unmikprfeoren 3°), Kg Jh aber wur 2, und wlche Oman die Are. 
iger Zar Anden werden I enöplih im Vor rutun. 

Der et Pan hit ie Aungeng der rgrninmerninng in Sa So. Wen So. 
(10.2 1]P. An da Mas der Arhöhng un on m de Vrniderng durch dar anwendbar 
Tegel Brian, vom diem mr nihrndig ie ee Interpreten 8.12] ven, aber doch ans 
SC den m vl en. Be sera Reel Ar die Verninderung fd ch da mar in a mt 
A bs wurde, wem Verninderng cnteir möse(memlch, nach jger Audıpng, ort wc 
1 Zah von 1a Penlenenabererten) er moch Hk fr die Orte dr Vernindering. Die Un 
olidihi hate, dech ir, neh demlger Lage der Sc, am Fgchrten dach eine Derimmung 




































































ih gestiegen It, rt eine Erhähung der Penonen ein. 
. btrgt, wenn und en Lunge nicht mehr a 





15 rm 


?) Riner davon, K., warb nach yor Beendigung der Verbandiongen 1794 Auges 21. Jet (m 
Herbst 1503) ind sr. Aber die Anzahl der verheiruheten Mitglider der Witwenktue it in vl wär 
kerm Verbätee geeiogen von 16 im Jahr 1704 auf 41 im Jahr 110 
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onen beraken, sone aber die auf die einenen Peneonen gleichnnig. zu verthelende Ge- 
Hanmaumme von 150 Jh, Dawelbe güt von jeder folgenden Erhöhung, 
Auf die Weine bite man gar nicht ehmal nötig gehabt, den Anfang einer Erhöhung von der Bedi- 
(sung einer nicht Aber 12 hinsugelicnden Penonensahl abhinig za muchen. Und in direr Deuichung 
Jatte diese Besimmungnar ich sogar als vorthelbaer für die Witnen gezeigt, wei bi einer andauernd 
Betehenden Alinen Übersahl der Verlust, welcher nn der Verpfichtung ettcht, die here Eehthungr- 
umme mit mehrern teilen zu mGeen, Dad durch eine neue Erhöhung sermpenirt oder mehr le compe 
ji yürde, während in einem solchen Fall ine neue Erhöhung mach der P.schen Normirung und In der 
zweien Interpretation gar nicht sul ist. 
eh möchte übrigens glauben, dam die obige abgeinderte Fassung, wenn damals jemand daran ze 
(cht ht, wie in Vorchlag zu Dingen, noch P. htio mufrielen sllen mäwen. „Denn miweder war 
feine Voresstrung, 15 ni die Achte Pemisnenuch, die vorkommen könne, riskig, oder se war u 
eig: im een Yall wer die Abtoderung gene wikungels, milhn gleichgültig, im sweiten aber noth- 
wendig. 
[Die Folge einer chen Nermirung wire geweien, das man sch geröhnt haben würde, die Pe 
rusmmengmetet zu betrachten, einem unrerinderichen Theile und einer Zulage, 
von Zeit su Zeit mit dem Kaytlrermögen wachen, möglcherrese aber auch dabei wieder sim zu 
Toben Lönne, ltlere aber dann nach eiser wrhlich unwendebaren eitachen Zigel, mensch jede 
Witwe Ich selbe die Controls fhren konnte. Auf den Unterschied ewischen einem solchen peealichen. 
Zurschgehen, und dem, nach der Quittange-Clael in Flge des Unrermögens der Ka eintretenden habe 
I oben 8.[11] aufmerksam gemacht. 
Driiens schein eu wohl der Mühe wert zu sin, die Umachen antıgeban, welchen man das rasche 
‚nd anunterbrschene Segen der Prorperiät der Witwenkase wihrend eine Zeitraums von mehr aa vier- 
ip Jahren surchreiben hat. Ich Ande, das die Steigen gaaz vorägich begünstigt It durch ds Z 
iamenwirken von wei Umständen, aaf deren einen 1794 gar nicht gerechnet wer, auf den andern ab 
hnet werden due 
de Zinunen, welches schm wenige Jahre nach jener Epoche an 
hob. Man hate, wie ich auchgeniesen habe, damals m Kicherheit nur auf 3 Droc rechnen zu dürfen ge- 
glatt. Abar schon vzuu bemerkte das Curaoram In dem schan oben angehrten Aneipt vor 21. Mal, 
da Gelegenheit ze sicherer Unterbringung zu d Drec. gar nicht alten sel, und bat sogar die eis Mit. 
Tirkung dans en, Kiwas sütor aber erhob sich der Zisfun allgemein anf 5 Proc. und beharıe für den 
gröten The der Kapitalen der Witvenkaus wihrend einer lagen Meihe von Jahren af dieser abe. 
"Die zweite Umache it der Untand, dam die Zah der Penicnen während jeur langen Zeitraum 
Inter dem zu erwartenden Mitelerthe (1) geieben bt, ja man muss sagen Beircktich unter dem zu 
erwartenden Mitalwertke, wenn man defür nach dem plauhlern Ansclage 8. [11] die Zahl 7 ancimmt 
(nem yrcze Wlwen mit Zusta von } wegen der Wen). Dam men dise Erscheinung gar ich wie 
era sehr auerordenliches zu betrachten habe, it schen oben 8. [tu Z. 7] erwähts allein chen wo 
Wenig wire 0 ran aumerondenliches gewesen, wein gerade das Gegenteil engeren, und z.B. schon. 
Zw=as Jahn nach jener Hpoche von 1704 die Miteahl auf der andern Sit Wedeutend und andauernd. 
überschritten väre. In einem olchen Flle würde an die Stelle der rscken Sueigens der Vermögens der 
Kane ein sehr agumcı getreten si, ja vilict en Suland oder aoper die Nehwendigkeit zu der 
Auttungilausch die Zufucht zu nehmen, fl ich wuglesh ein fer Herabgehen des Zintuwen dan ge- 
el hate 
Höhere Witwentsh üe man Dres at einer Ans von Jahren eingetreten S.[i2e Z. 22] und 
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S.L129 Z.10}ı der Zinsfos aber, cbrakl von seiner frühen Höhe sh herabegangen, nach immer hack 

Ienep, dam die Kate jenr höbern Densenentehl noch gewachsen bett. Überhaupt rt dies habe Zah, 

Melt wenn sie noch um eine oder cin par Pensionen mehr genigen wäre, an sich, und In »o weit man 

(ar nur das Vorkommen eines ungewöhälch hehen Schmankens über den Mtelmer 1 oder 17 zu er 

kennen hat, lange nicht vo einer + schreren Bedeutung, wie der Umstand, u welchem Ich jetzt übergehe 
ass der Mitelwer der Posinensehl, möge man 15 odr 1 wie den plauibcten betrachten, 
mar so lange gülig it, ale die Oenomenschat heise gemere Ausdehnung erhilt, ala sa 1794 
hate, und dass diene Galigket jetzt, wo die Ausehtung, mit dem Massiabe der Zahl der 
Verkeiratheen Mitglieder gemessen, um meh ala se Procent grüner it, aa zur Zeit jener Epsch, 
ans aufgeht ht, 

Für ie Zwischenzeit rischen 104 und 154 kr sich dieser Mansrab nicht anwenden, weil die 
Kenntnis der Zahl der verheiuiheten Mitglieder fh. Se viel ich aber au der Bewegung der Om 
ld aler Müller schien I, It die Ausdehnung der Genomenschft im Ganzen und bgerehen von 
(nigem hin und her Schwanken bis oma 143 nicht grömer, sondern cher etwas grager gewesen als 1701, 
und ehr Aedetend I die Vorgeömerung erst sit werigen Jahren geworden. Mit der chen Wirenahl in 
(deretsten Zi sicht daher die erweiterte Aunlchnung der Genenstnschat durchaus nicht in anachliche Zu 
mammenhange, wie beris oben [S. 121] bemerkt nt. 

"Der vierte hier noch mu betachtende Punkt und gleichsam der Schlustein der erton Abella, 
ist, einen Überching der künfigen Bewegung der Witrenzahl Im Allgemeinen zu machen, »o wet non: 
Hi ein solcher uf dem bisher eingeschlagenen Wege oricht werden kann. Die Anzahl ler Profono- 
Fan it jun 73 daren nehmen an der Witvenkame Theile, und unter diesen ind 42 verchalicht. Macht 

‚erst, den Übershlag nach der Hypothese, die den Verkiltisen der hiesigen Profeuoren 
Aasco um meisten angemewen scheint, dass auf 3 schende Ehen 4 Witwen zu rechnen sind, so gie die 
Rechnung 24 Witren, und die Bedeutung davon it, das nachdem die Geslschaft von jenem Umtunge 
(den Beharrungmutand erreicht hat, ie durchmhtliche Witwensahl 24 min wird. Wagen der Wales 
mm (Gutachten nach ein Sechstel magmetzt werden; ich wl jedoch nar ein 
Adel in Rechnung bringen, aıo di durchschsitiche Pensionenahl im Deherrunguntande = 2 seen. 
Allerdings sll man den Deharrunguutand erst nach 13-30 Jahren erwarten; man wärde sich aber sehr 
Häuschen, wenn man die weite Entfernung für einen arken Beruhigungsgrund ht Denn schen lange 
Werber it man dem Grenssutande u na 







































‚m mänte nach Kar 












‚man denn dabei überlegt, da der fahere Umfang der Ocllichaft schen 11 Pensisen 
ie Normalsehl (bei dem Verliien 344) für die Peuionen gegeben hate, und es al her sich nur um 
(ie almahlige Entwicklung der suf 10 engesclagenen Vargeöeerung handlt, »o wird man mich leicht 
Vestchen, wenn ich behnpten mu, da chen nach eima As Jahren man auf 4 Pensionen ala Mitt 
At gefust win müne. Iiern kommt zun noch die Erweiterung des Spieinumes wegen der Shwankun- 
en, denen scharfe Grensen zu seizen unmöglich it.” Soil it aber gewis, dam cin Schranken von 1 
Pensionen, auf und ab vom Mitelmerthe, wi «ira gar nicht anserordenlichen In den Überschlag mit 
aufgenommen werden muss, da ein verhätsnmhuig wenigstens eben sa gramer Schranken nach fahern 
Prkendenien factsch it. Das Harltat dieser Krvägingen it als, dam man errarten mu, um das Jhr 
ar0 die Penienenzhl gischen 14 und 33 zu Anden, ol das man Im Stunde st, Im voran zu Lest 
men, wo Innerhalb diese weiten Spielnumen; das das Erreichen de inen oder des andern Extrem nieht 
I eavan sehr ausserordentlich betrachtet werden darf; endlich, das sttrkin diese Zahlen noch ein 
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wenig vergrönert werden mömen, so das nach Ungerer Zit der Spielraum darch 20-34 benichne wer- 
den mr. Dar tale, war die Wehnchilichkeisrochnung Inren kann, zo lange man dia Gurlcheft 
‚eicvem mur mesmese erachtet, Vieleicht meint mancher, den si wenig! Ich dächte doch nicht. 
Ea it uhr wichtig, das man das Masse der Errartugen, die man zu haben befagtit, Kennt, und ich 
nicht einer unbegründeten Sicherheit berläst. Frwägen wir de belden Hatreme. Ba it möglich, das 
ch 35 Jahren die Penionenzuhl nech nicht die Zah 18 überschriten hat, und sich auch nach eine ge- 
raue Zeit Unger auf dir oder einer sehr wenig gröem Höhe erkält. Die Ponsenenzal kann au 
Terber vo ihrer jesigen Höhe (16) ert noch herasteigen, und a von jtt his 1810 durchrchnitlich nicht 
nbetrchiich unter 18 sin. Auf diese Weise kann die Kasse rate sammeln, mit denen se, we 
Bitt sich wendet, uch den extremen Fällen der andern Set die Site Diten kann. 

entich, wenn diew günstigen Veraumetsengen gar sich noch weiter rnit; ich 
in dieser Zwischeneit die Pononensnhl ent noch einmal unter 16 hrakging, und 10 die 
Kam in Folge der besehenden Satzung noch mit never Pensionerhöhung von 10, 36, vellcht gar 
30 Ra, belatat würde. — Warde, umpekeht, was aber eben sn wohl möglich it, die Penionenahl 
‚chen ach 2 Jahren auf oder nahe auf die Höhe yon 32 gesiogen sein, sn bedarf cs nur eine schen 
Überchlager, um ich zu überzeugen, da abgeichen von ganı sumerordnlichen Zufünsen, die Kame 
Polchen Anforderungen nüht gewachern sn, nondern, vermuiklih schon früher, sur Erklärung Ihren Un 
Vermögens geaätige sin wird, 

Deu die Überchäge ach eiras ginstiger geraten, wenn man anstatt des Verhältnissen 714 das 
von 311 annimmt, verteht ich von welt. Man würde dann nach 25 Jahre den Spielraum sen 16-24. 
Pensionen und nach noch Ungerer Zeit den von 13.-30 ru erwarten haben. 

Endlich mus ich noch bomerken, das Hiebe ülschweigend voraungentu it, das der Unfang 
der Osnowenschaß auf ser gegeawirigen Hohe fortan Met, Ninmt er noch weiter a, «0 musı man 
‚ich uf verkäliissmäsig auch grössere Zahlen gest machenz vermindert er lc hingegen wieder, so 
Wird auch von obigen Resultat einiger Abrug gemacht werden dürfen. Nach der Natur der Sach iber 
“ , dam eine ndntende Verminderung ander al nach Veran ängerr Zeit 
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Zirie Anheieng. 


De ich di zu der Aufstellung der Milan der Witwenkane dnzuchlagenden Wege bereits in mei 
nem Votum vom #. Jane d. J, unsändich bechrieben, und bei der Ausführung der Arbeit za Abao- 
derngen keine Veranlsrung gefonden habe, sn kann ich mich nur auf jener bsihe 
Vemerken, dus das Weren der Methode ie der Ermittlung de 
Beien der Kese betoht, nach den drei Rubriken 
Obiegenheiten gegen de jauigen 10 Witnen, 
Obiiograelten gegen die Wieren (and Waien) der jeuigen 51 Theihehmer 
Obiegenhiten gegen die Witwen und Weisen der köfüg beitrtenden, 
bei für di zmeito und deita Rubrik der gegenwärtige Osldwerh der Gegenlstungen durch die Be 
enge, In Abrug su bringen it, ch uhicke hier mvöndeıt einige allgemeine Tläuterungen vera. 
Als Epoche, auf welche ale Aänfügen Leitungen durch Diseonirung besogen werden, it der 1. 
Oetsber 1545 gemäht, und vorausgesetzt, dass die Witwen und. Iteeeenten ihre is dahin fülig gerer. 
(denen Penionen und Beiträge schon reg. empfangen und go 
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Zu der Rechnung habe ih dis Ahr schteheren Mortelitittfel angerandt, welche Bar 
‚hause an s1s00 Ihopsuren gemnschten Erfahrungen abgeleitet hat. Nur 
im höchsten Tebenaler sid diese Tafeln mangelha, da dis Reglstrutar 
(der Witwenkuue darı Meine hinreichende Duten enthielt, und ich habe daher voreiogen, das Abterben 
(der Mnner über su Jahr nach denselben Verilinisen zu rechnen, welche die Tafln für das weibliche 
Gechlrct angehen. Zar Berechnung der Modißenioen, welhe der Werth der Witwenpenianen durch 
Berücksichtigung der mindejibrigen Kinder, wo slcho vorhanden sind, erleidet, habe ich für tere 
ie Moraliäuaten von Daruncisex angewandt, Übrigens bt die Wahl der Ten, sowohl für die Nor- 
aliat der Kinder, as für die der Männer Im höchsten Lebensalter auf die Rechnungresltae nur sche 
geringen Kat. 
Alle Remitse sind wesentlich ebhängig von dem dabei mm Oronde gelegten Zinfuns und ich habe 
‚üahr, um hier nicht mu wünschen abrig a lamen, sämtliche Rechnungen sowohl nach dem Zins 
von 4 Proc, a nach dem von 24 Procent Juchgeführt, obgleich dadurch &e Arelt gerds verdop- 
pet wurde. Die Münsen sad Immer ala Gold zu ventehen. Die Machnung It durchgehende auf Brüche 
(de Thale genau geehrt, die Brac 
in und vide ein Uterchied von eier odır ein pear Rabe 
ich hier Mas derwegen bemerke, damit 
idore der Sunmationen mehrechet, welche 
‚ae, da ai vielmehr gerudo umgekehrt die Folge derin der echnung beobachteten grösern Berl ad 







































1. Berechnung den auf den 1. Ostober 1444 miuirten Geläwethe der Witwenpensonen. 

Die Zah aer a Eeichtung der Witwenkune bis jtt eingetretenen Pensisnirngen it 
ish Aube dieselben, um In meiner Arbet die lichteste Übeichichkeit zu gerinnen, mit Torlaufender 
Numerrung bericht. Die Anstte in dem fnlgenden wbelarischen Abrse drcken die Sanıman mus, 
Weiche den einzelnen Witen ausgezahlt werden müntan, wonn so fü Ihre Ansprüche abgelunden werden 
halten, oder umgekehrt, die Summen, welche die Witwen einshlen misten, wean se eine sche Bes 
Fechtigeng, wie Ihnen jest zusteht, ach est erkaufn walten. Der Rechnung gt der jeige Pnian 
at von 290 Il, zum Orunde, mit Aumahme der Nr. 36, wo er 300 Al. beträgt. Die Witren se. 
53. 64. 68 haben Kinder uner 20 Jahren, die bei der Rechnung gensu berükchtät ind, eben 10 
(ie der Umsund, das di Pensionen immer nech für den vollen Monet, in welchem ein Abgung matt 
Andet, augenht we 
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Mt. Enleirung der jetigen Geldwerhe der Verbindlichkeiten der 
'ügen Thelnehmer. 

Wie di Wire, «0 habe Jh auch alle Interewenten der Witrenkase nach der Heibeflge ihres Dei 
te mit frlafonder Numerirung beichnet. Indem ich gene den aa 0. vergeeichnsten Weg seralge, 
Te ich muvördrst die «2 verheirtheten Theilnehmer in Betrcht ze 
(den Kern der Untersuchung bildet) d 
ie verpfichtet sind, Lea der Persien welche Ihre dermaligen Ehefrauen In Fall des Überleben zu ge- 
isn huben werden, mach den Prinipien der Wahrcheinihketechnung und den Noraltatstaein zu 
ermitteln. Ich eonenrire hier af Einer Seite die Mealate einer langen Arbeit in einem tabelarichen 
Arie, 





wenkame gogen Ar gegen 
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en vergröner jch um seinen sechsten Theil wegen der Walen- 
erwogen, wel Karren in seinem Öutachten diene Verhältnis angenommen 
Al weil daslbe acht nahe aus meiner eignen Discunion der Erfahrungen bei unrer Witvenkaue herr. 
geht (8. 12). Sodann wird der Toiartk der Bieige ahgesogen; wodurch ich der reine Werth der 

Ir Kame gegen die ı2 verbithaten Mitglider ergibt. Für die jet unrerkeiuheten. 
ich schlechthin ro sta zugeeat. Diese Rechnungen stchen dann flgendermamen: 














Zistum 3 Proc. Zst 4 Proc 





(der 4 serheirtkeen Migliodor ara Til. | 466 Til 
BE Eee ar 
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Zinafun sy Pre. Zinston «Pros. 
‚eine Verbindlichkeit der Kate gegen 4s Verheiuhete Mitgier goch Tal. | u Ti 
Danach verälinimänig gegen # unverheirthete Migleder a... 116 u | 9512 = 


Totahnerth der seiten Rabik ua naleens en | sn 


Das einer solchen Eralirung nicht gan dieselbe Zuverlieirkit beigelegt werden kann, wie d 
Ierschnung der Verindichkeiten der ersten Rubrik, habe ich schon In meines mehrerrähnten Gutachten 
Veroreortet. Ea Anden nenlich bei unter Witwenkane muhrere Umstände Sit, deren Wirkung einer Var 
Musberechnung gar uch big it, von weicher aber auch, in Brmangeung einer schen Buchführung für 
(de frhere Zeit, wie 8.[143 unten] erwähnt it, nicht inmal eine Schlinug gemacht werden kann. 
Al den einfachsten dieser Umstände beeichne ich die Wiederverheirthung von iglieden nach dem 
Tode ihrer Ehefrauen. Das Allshen der Frauen vor den Männern it noch ıchon ein Teil der in der 
Rechnung berücksichtigen Chancen, und 10 it jede Winderrerheirsthung eine aumerhalb der Rechnung, 
Tingende neu binsukommende Delastung des Kawen-Costa. Von der andern Seite nt diese Kanen- 
(Cote wie eine nicht veranschlagte Entlutung zu Gute Jeder anderwekige Algung eines verheirateten 
Sigiodn, 1. B. durch eine aunwärige Vortion. Auch der Umstand, das siehe vereitwete Milde, 

i sich nicht wieder verheirthen, dach nach dem Tode der Frauen wenigen un Zeitung die Deine 
Fortusshlen pücgen, gehört in Aienibe Ktegeie, obwohl er von gerager Erkebihkeit it. Endlich bt. 

eich die Mechnung für di dermalen unrerhirtheten Teilnehmer nach der Durchschitreslite für 
(ie Verbeiralbeten, etwas zu bach. Der Jedemalige Bestand der unverkersiheten Miglieder wird ge 
(wöhlich no zunarmengesetat sein, das mit Wahrchilichkei angenommen werden kan, ein oder der 
Andere daran werde ich überall nicht vereithen: dien wird jeich, eigens zum Theil, wieder d 
durch aufgeragen, das, je spter Verhirihung erfolgt, dr ehr mit Wahrchinichkeit das künfige 
Überleben der Eraa und ea langer Witwenntand präsumirt werden mm. 

ei der Unmöglichkeit, di Wirkung die vonehiedenen Umstände im Voraus ie Zahlen zu ver 

mnschlagen, darf man doch für wahrscheinlich halten, des ai einander growsenthei eimpeiirn. 


























I. rallrung der jeteigen Gelwerthe der Verindlichketen der Kawe gegen ale Küfig be 
rstenden Mglider. 

Für diese drkte Rubrik bieten die Dihergen Erfahrungen der Kame ein sehr schätsbaren Hal 
it dars ja ohne diese Frfahrengen würde eine Verenchlagung ganz unmglich wein. Mein Vorthren 
in falgenden 

Te hal für jeden der bis Michels 1104 beigetretenen Theilchmer, bin einschlinich Nr. 104%), 
Jomchl den Wert der Ditzkge, als den Wert der von ihren Hinteriicbeen bezogenen Pensionen nu 
(dm Zeitpunkt ihren Bitte relucirt, und nach swelrli Zins dont, jedoch mi flgenden, für den 
Gebrauch, der von dienen Nachmungen grncht werden le, nolhwendigen Nodifetlonen 

’) Die üblichen Beträge und di Posienen end in Nochnung gebracht, nicht wir sie wirklich g- 
ak did, sondern nach Ihrer jeeigen Höhe, nemich 10 Ru. für jet, 210 Hu. ür die. 

2) Die Wasenpenionen, weiche bin 1794 ner bis zum vellenleen 12° Jahre de jüngsten Kinder 
verabreicht warden, sind «0 gerechnet, als ob le nch s Jahre Unger gedauert hatten. Durch Nacfor- 























1) Dass ich gerade sumeit und nicht weiter gegangen bin, nt mit Vorbedcht geschehen, es wände mich 
aber zu weit Mbren, wenn ih ie Grunde hir anfahzih entwickeln lt 
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schung im Gericksrekir it enitlt, dan die betreffenden Jüngsten Kinder dus Atr von 20 Jahr 
wirich erict haben. Ka kann indem sein, dam auf diene Weie immer noch etwas ra wenig gerechnet. 
in, da möglicherwein bei dem Tode einer oder der andern veritweten Profomore oder einer Profemor- 
Witwe noch Kinder zwischen 12 und 10 Jahren vorhanden geweien sin können, die mkla nach jetiger 
Hinrichtung penonsberehtigt und eo in meine Mechnang mit aufrenehmen gewesen ac würde 
gets haben die Gercksakten nicht in allen Fallen das Gegenteil zur Gereheit gebracht. Indenen 
rürde dach jedenfalls kino orhobiche Vergrösserung der Totlsumme dadurch herorgebracht werden konnen. 
13) Unter jenen vos Thilacnera befinden ich 7, deren Witren noch jet am Laben sind. 

(se habe ich zu den Pensionshlungen, welche do Vnher genomen haben, uch noch den schon oben 
nach der Wehnehellichkeiurechsung eralurten kanfügen Betrag beigefügt, nachdem derselbe von der 
Hipeche 120% Ostober ı auf dea Moment des Beta der op. Ehemdnner zartcklionrt war. Ohne 
(sen Verfahren hate eh nicht lo 




















ie Ineremonten wuschieen, sondern consequnterweine anltt 
Beuchraken muen, war ich jedoch hier aiskt weiter en 









rickeln ka. 
"Zur Erparung den Raumer se ich die Ranlste der 10 Rechnungen nicht eigen hiche 
dern nar den Toalbetrag son len. Pa And sch 





= 22, Weisepensionen es 
Summe aller disontten Ponianen . .- 7180, 





a fgt ieraun surörder, den der (aduite) Bir dor Waisenposinen sah nahe dem nchten 
Theile des eeduitn) Betrages der Wüeopesionen gleich zu een ins in der That ist jener bl dem. 
Tinten 3} Proc. eivas Meiner, bel dem Ziufu 4 Bro, Nngegen etwas geümer as dienen j. Ha ee 
ich Nicht nachweisen, das diese kleine Verschiedenheit des Rewultats nach Maamgabe der Zisfumen vll 
Kommen in der Neter der Suche bogründet it; da jech der Unfeng der Krfahrungen za lin it, lu 
use dem Rewltte db Tmintkne Sehrfe beigelogt werden könnt, eo habe jh In der ob 
kechnang 8. [1e2] mich schlechthin un des einfache Verblltnin 1:0 gehalten 

Man kaan fomer sagen, da die Oenmmtrechte aller jener 125 Iterementen, nach jtiger Höhe 
(der Pensionen und Beträge wit und auf die Zeiten Ihrer respciten Kinwite rer, den Onldwertb 
hatten von Kunu,äy Tinlern bei dem Zinafum von Proc. 

Sorten Tinlern bei dem Zinn von 4 Pros, 

ler, 10 wei ine 40 usgelehate Erahrung masgebend sin kat, das nach dem Durchchntterer, 
(er Hintrit in die Kase fr jeden einselnen den Oeldwerih von «01,00 Thaler, oder von 31,50 The. 
Her hat, jennchdem man 33 oder 4 Proc. Zinsen rohne. 

Manchr, der mit Gegenständen diser Art wenig bekannt it, wird sch vielleicht über die X) 
Bit dien Renata wundern. Allin das Auflllende verschwindet grömtenthei, wenn man erwägt, de 
dabei die Reduction auf den Zeitpunkt des Eitrkts jeden einzelnen zum Grunde Togt, und dam jede 
Geldsumme, durch Disonirung für eine birichliche Anzahl von Jahren, enorm vernidert erscheint 
eh wil die durch das Beispiel von Haven erläutern, welcher 4 Jahr Belrag geleistet, und desen Wire 
31 Jahr 11 Monat Penion genomten hat. Nach meinen Herhnungrgrundlagen sel ich ao die Surame 

Mal, und die Somme der Pensanaberüge zu sure Mahl, « Opr. heraus, mithin der 
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reine Gerian der Familie durch die Aufsshme io die Kane (icht wie er wirklich goren int, sndern 

(er ei jetsiger Höhe der Beiträge und Tenionen gewcuen via wärle) zu 499 Ma. «gr. Wenden 
Air jene Summen durch Disontirung & 4 Proc. nuf den Zeiipankt des Metits, Michal +76, nurack 
geführt, so redeiren sich 





de hege af an Rkl a Opr. 
die Pondonsberüge auf 102 u 1° m 
nd mithin jeoer grosse Gewinn, mach seinem Geldwerih für diese Epoche, auf die geringe Summe von. 
318 Mt. 1 Ogr. Tine Rechnungeprobe würde harscharf ergeben, das div keins Kapkal, Jährlich 
dureh die Zulogeng sen ı# Mh. und darch de Zinn zu + Proc. vermehrt, und #0 forhrend sich ver 
gröserd, am Schlne den Jahren 1512 eine slche Ordn erlangt haben würde, deu von da an durch 
(de from Zinsen und iheiweiso durch Tinsichen des Kapital die Pension genau bis Ende November 
1930 gedeckt wer. 
Aus diem Grunde, »0 wie noch nu andern, deren mich hier zu wet führen ware, 
Ist der mitere Geldwerth der Anfoahme in die Genlich., Iier verstanden wid, 
jr ich verglichber mit dem durchschnicichen Geldwerth der Ansprüche aller in einem benimmten 
sirenden Mitglieder, von denen Inmer din grwer Theil schon sch Lunge In der Geael- 














Tre nun jeien Jahr Zin neues Mitglied ein, dewsen Berechtigung durchschatlich zu obige Geld 
werth angechlagen werden rat, »o ie kar, das zur Deckung dieser ch immer neu geblrrnden An 
rüche die Zinsen eines eisernen Kaptale erforderlich und zuichend sein würden, damen Hahe 
ei dem Zisfane von z} Proc. zu ul, üThalem 
Dei dem Zinfuse von 4 Proc. zu Angina Thalern 

Angercmmen werden mäute. 

ie hier rahet die Rechnung ef einer chern Grundlage. Ka fehlt nun aber or Vollendung der- 
Alben noch ein wennliches Hlement, für welchen jede im Vorsun geragte Schätrung nach der Natur der, 
‚Sache nur eine sch precte Geltung haben kann, Joh meine die Durehchnisshl der knfg jhrich a 
betretenden Thilehmer. Befrgt maa die Beahrang, so zeigt uch Inder neuer Zeit ein sehr warke 
Vergrömeröng dienen Hlement. Für die enten achalg Jahre des Desahens der Anal kann man die 
Derescheiteahl der jhrich bitretenden nahe zu 13 aunchmen; alein seit den letzten 16 Jahren ind 
Oberhaupt 44 Wette") eralgt, woron 39 auf das Dosensium 1929 1413, und a auf das Docensium 
Ins9=ı1as kommen. Das Mittel au den Itten 20 Jahren wäre demnach #1, oder, wenn man 0. nicht, 
iitthlen wül, sb: Far die Itsten 10 Jahre alein ft dies Mil 446; und für die late. 6 Jahre 
Allein, wihrend welcher 27 neue Mitglieder ngeirten and, sogar s]. Man erkennt Hieraus, ci wie 
jinliche Unternehmen ea int, hienach cin Prognain für die Zukunft zu sten. Aber geringer aa 
34 würde ieh dach nicht wegen, dis Aünfge jährliche Durchscheitsahl anrunshnen, und see Ver- 
Jake würde auch wie gan harmonlch zu der jesigen Interementenshl sı betrachte werden Iyn- 
men, insofern die Vnkerigen Erfahrungen 10 Jahre oder etwas wenigen mehr als durehschitche Dauer 
der Theilnabme hersugerellt haben. In ditser Hypoese lt sich ao der gegenwärtige Geldwerh, 












































6 Feniongeniot, der aber sat eigentlich nicht 
{man aber vornsstzen mass, ds in einem Ahlichen künfügen Falle auch wie 
er abmrtn der Verwaltung ein ähnlicher Beshlu gefut werden wid, 10 deren wich, wenn nch alter, 
‚Fe nicht unerückichtigt heben, sondern nen in einer inpern Heike ven Erfahrungen ale au mög: 
He Chan mitgenähit werden, 








156 acht 





(der Verpfichtungen der Kaun gegen alle künftigen Itereimnten, oder der Verpfichtungen der dritten 
Rebe darı 





Wolle man aber die jährlichen Beitritt durehchnnlich zu 3 veranchlagen, 0 würde man für 
(se Rabrik, je mach dem Zinse, #691 oder s45e Thaler mehr ametzen müssen. 

Fann wir endlich die Nerltte der Biherigen Anıcläge zmersmen, 0 ergibt ich aus den drei 
Rubriken 
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Verptichtungen gegen die jetigen Witwen +. + ur so TA | at Ti 
Verplictungen gegen de Tinteräichenen der tigen Interuenten ray u | Set u 
Verpfictungen gegen die künügen Interemente an | zu 
Toialeume aller Verpflichtungen « sonne Tl. as Ta 


Von Nebenkosten Wil ich hier nur flgende Rubriken nach dem Darehschit dar leuten 4 Tbre 
in Rechnung Bringen (ur auf Gold rede) 





Beu- und Ieperturkosten, üblich Pe 

Proceukosten nach Abrug der Frststungen 39 

onen der Mochnungrührung sc .cnuncı ion 
Zunmen „2... 26 Ba 





Die Das. und Reparaturkosten sind viiicht mach dimem Durhnchitt nu niedrig angeschlagen. 
In dem oben 5.[112) angeführten P-M. werden sie für einen Zeitraum van 24 Taren (1709-170) zu 
1n4u Thaler Cowenmünse (1913 Tal. 17 Or. Col) angestt, was ale einen jährlichen Durchschnitbe- 
frag son s3 Thaler ergeben würde; ich wi jedoch bei obigem Mil sehen been. Diese 206 Thaler 
jeher Ausgabe repräentren ein Kapitalbedrfin von 5616 oder vo sı20 Thalern je nach dem Zinfum. 
En def nicht übershen werden, das das bei all Rechnungen 

ienprinhp wur in wet hg it, al ale Zinsen zu rechter Zeit eingehen. 
den. In der Drasa it dies aber nicht auuführen, sonder ea st immer en peiser bald kleinerer bald 
rimerer Teil des Vermögens münig. Man könnte den mitlern Betrag diever Geldsumme zur Abker- 
ung Betrielaond« nenmen, obwohl die Hensnmung genns zu reden nor af denjenigen Teil ds uaren 
Geldwerhe pn, der breit gehalten werden mm, damit die Kaue ihren eignen Zahlusgererpichtungen 
plnktich genügen könne. Es mus aber dar auch eingereciet werden da aitweig münig Tegende 
Gel, wenn sich nicht glich Oelogenheit mu sicherer und vorthehater Belegung darbietet, und die aus- 
chenden Rackrände. Wie ve nun’ dien mann 

Sch nun den Jahrerchnungen. 
Fahre eingenommen und verausgbt et; nicht aber, an weshem Datum ( 
Delngn, und auch aan diven nicht ohne Ungewibet, erlest werden Anni, kamınt ker nicht in.De- 
Wrac), Ich habe Indewen diesen Betrag nun den Mechmungebuchlümen de letsten 11 Jahre”) 20 guter 
icheben kan abuleien gesucht, und danach gefunden; 2tan Thaler ls mitern Betrag des nicht zins- 
ungenden Vernögenstheis. 

Th Tate nun die Vereinigung dieer verchiedenen Anikl hier folgen 




























ermögensatus gar wicht anf 
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Tre | 4 Pen 
Verptihtungen gegen Wien, Jetige und kanige Intereweten iso Th. | Ir Ti 
Fondn ur Breitng der Da, Procem- und Hechnungkonten.. 306 u | 410 m 
Unverimnliher Fonda .uuesunsnescncne | 
rates mu 





Gegenüber a malen I men der Kopkuletreg der Yimahnequeilen der Wirenkeme. Da der 
rg de Hirn dr Niger Di oigem een Ant Dre In Ab gehackt war. so Mit 
ie wur dar Gedvermögen und die Apthehenpch zu vrsmhlsgen. 
Das Vermögen St I de Inte Rechounpabichlune, abo fa 14 Ju, zu sten Tl 1 Opt 
(RE. sugemoren. Um en aber auf den 1. Oct, der eben 8.[xs] anefhrten Rechnungsgrundage ge 
u reden, mai abgeregen werden der hlljährige nuf Michael 1915 Ali gewontee Betrag er 
(renpennse st 3330 Ta; Morgeügt gegen ie Beiträge der Mitgder für ds Jar tote 
Penlih an vollen Dehrigen 440 Tl und an Sitckullegen 13 Ti, 1 Or. ı Pr, fer die aka. 
Fi Mihaes 190 Ag gevolene Aptbekenpacht ni 0 Ti. Um nike zu Oergehen, münten auch 
Boch die whrend der drei Mono 1. Jul U 1. Oct eingepungenen Zinsen Mnzagerchet werden, de- 
Ten Hetrag mir urbane hs cn wird aber wohl ic ve gef ni, wenn Ic dfl den ren Tb 
der Ziele den len Three unter Abu der inehenrksten, mi 153 Thale In Rechnung 
ige. euch ste ich mit Weglneng der Bruihelo dus Vermögen der Kane am 1. Od, ia z 
Hin Thaler an. 
Die Apotbeknpuht be her jeuigen Hohe von 100 Tl. repkeni cin Kaplalrernagen von 
asarı Tl oder von 2s0n Ta. je nach der Höhe dee rorungniten Zimmer. Ha it flglch da 
v0 Vermögen der Kımer 
Hunıa Tl oder sr Ti, jenchlem man 3 oder 4 Pro. amt. 
Hi en ers sclech di Pine der Kan 
ii ein Dei on 100 Tl für Zion 3 Pre, 
A ein Disc yon 208 Tl, für Zinn a Be. 
„m Vremesung ch ergebende Öbenchu bi wi ker 




































Dam der in der zu 





, aa die bei 


(den einelnen Bastandheilen der Rechnung übrig Heibenden Unsicherheiten, Braucht wohl kam bemerkt 
Muh. zum Nach 


zu werden: ein enger Todestll kan licht auf einmal die ganze Diane um 
teil der Kame abändern. Acmerdem darf man aber nach nicht übersehen, das ich zur 
liche Verhute, durch Inerens der Schaldne 
jumtire Veraiehageng ach prechr bien mas. Eu würde iteremant, aber bi der Form der Rach- 
mungefährung der Jarerechnungen, zumal In den Lühern Zeiten, ct ohne einen schr gosen Zeianf: 
werd auführbar sin, ale seit de Sultung elageirtenen Verluste ruammenzustllen: ich slbt habe, 
un doch enigermuen eine Id davon zu erulen, mich mt einer Zusammenstellung der eztn 14 Jahre 
Wegnögen müssen, die (le ich nicht überschen habe den Ttalverlut y790 Th. u Gpr ı PL, al de 
ureehitlichen jührlichen Verlnt = 123 Ta. 13 Or. ergeben hat, Kapialirt beträgt ui 
dem Zistun 3630 Tu oder 3099 Tl, und der man diesen Durchscheit ala manangebend betrachten, 
10 würde die Dion ich für ride Zinfne wie cin Diet beraustellen, nelich 

Yon 17510 Th, bei dem Zinfun von 35 Proent 

Ton. a0 Til bei dem Zinfun von ı Procent 

Oningen 1005 Noramber 1. ©. Ourm. 
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158 Kacntass, 
am.) 
[Csmiiemiericht.] 


Di für die Wiewenkauen-Angelegenhct ormannte Commion bechr sich, das Herulatührer ic 
mtl Ken, verulegn 
"Er ham zuemt In Frage, woher Zinfun ala Grundlage für die zu te 








In Maamregein 





nehmen sei. 
"Die Cpiate der Witwenkase sind zwar gegenmirtig dem grössten Tucile much noch zu Wiherm 

1 Procent Dale, jech mo, das hl richtiger Würdigung or Vohatis der mitlee ine 

14 Prosnt stehend betuchiet werden mum. In Ernägung aber von fo 





Kind a 





Fan jedenfall wie nchiger 
enden Grundens 

1) dass guna unserkenabar der Zimt in allen Ländern Baraas 
het, die Tenlonr a weiten Merabinken zit) 

9) da jede vor Zinfoee wesentlich akhingige Antalt, wen 
jton ml, wicht auf dem augenhiichich Dstehonden, sondern auf inem ern nidrigern Zinfuo at 
werden mus; 

3) dan much die Ropulirungen von 1794 uns In so fen mit einem guten Deipete vorangerungen 
"ind, a mn damale wenigstens die Intentln hate, die Case fr dem Zinfus von » Brocent sicher zu 
sillene 
al di Comirion die Zugrundelogung eins hälem Zinfner ale 31 Proc. nicht für mländg, und 
Ber für unumgirglich ibm, dans man sich die Deckung des Ic diesem Zinfuse renisenden De- 
kit von sraze Tileen zum Ziele setze 

Wenn man vermeinte, dam die such Li den Linberigen Klaichtungen zur Zeit noch Sat Anden- 
den jährlichen Übemehüme ) ach an sich Schrte zur Deckung des Die sen, und da dies ge 
ist win werde, abald nur das jerige Vermögen nich em vro20 Tinker vergisrt haben würde, wo 
wände eine niche Meinung nur euf einer Berifverenrung und auf ever gänlichen Verkenmung der De 
deutung des Dechs beruhen. Ta Geiste des Coca, durch weichen die Grösn des Dei ent ht, 


Hit in dem Mesltate pleite schon ae alle eruckictigung de jet noch S 
abe ei 


Keine Mlanin aber die Wa 








einzelner Fuchandonen ungeach 





nich für ine durchs unichere 





























peraie mit, und dies wie Sehrite zur Deckung Deirchen, würde 
weil in Mechnung bricht”). Die Genoenchat müge sch al 








1) Winer der ereuchststen Santuntnoer, numcotich fu Fach der Finaneverhätkiu, der Goaera 
adsnsche Minister Nanasra sg in einen beksunten Werke Che die Herabetzun der Zinn der fe 
hen Sehen, 8.120: "Das allmätige weitere Sinken des Ziusfanen, welchen bi Länger Portdauer den 
ridens nicht urbieien kan, wir auleat überall, hier eins früher, det eur später, die Rodeln su 

(lersie wenigtens ala din mer von dem Tntchlume der Hogirung abhtagise 
irn Stell. 2 inr Keriode geöwererHepmmhet in pr 
ie da Sinken der Zinfune ine Zeilang auf, Llgt u 0 geniner ein u 
Finder mach. 
**) Die Jahnerechnang 1811-1618 ergil keinen Überschuun; denn 
Für vsu0 Hai ı war das Geldvermögen ungevorfen zu ıneıza TH. 41 Ggr. © De 
Gr sis Bali a aber mar ma nseesoneneenonso nein m En 
Ira jedoch im laufenden Jahre d uf Überschusn zu 
chen sin, der ash wahricheitich noch eine Zeitlang ertuern ir. 

"3 Ds ähnliche Ansichten dem Vernchmen nach Me und da geiusert ind, in diesem Bericht aber 

ur est dien wicht dor Ort an würde, wa ie in der Anlage mech eine nähere Delenctung ds 
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m. den fir 





machen: Deckung des Del kann und muss ganz allein dur zwechnäsige Altnderungen 
Iherigen Binricktungen bewirkt wenden. 

Hi von selbe klar, dw schwache Nittel anch nur schwache Wirkungen hemarbingen kr 
Zu michen wäre zu ichnen: die Verwandlung der Vher freiwiligen Tach in 
A lie Atnfg ernannte Profenuren, und die Aufhebüng der Freiheit, zu jede 











nn geemungene 
ei wider amt, 
Diss dis Wirksamkeit einer slchen Mansreg nur eine schr geringe sein könne, erhele aus dem Um. 
ande, da, mach einem sojthrigen Durchschnit, die mtlre Anthl der nicht Leitsgenden ebwahl zur 
Tacinadme berechtigten Profesoren nur = 4, gemein it, al der Ietrg der dadurch der Km hr“ 
Hi entgehenden Tinnabunc, nach Lsherigr Heürgshöhe = 4 Thaler, war mithin nach Verchilenheit 
des Zünfacn einem ehernen Kapital van 1100 oder von 1257 Mill. gichkomast. "Ale dien wir, 
Wenn such acht za, dach growenihdurc. die Srafgeher ufgsepen; welche nach der bsehen- 
‚sehr mweckmbuigen Pinichtung Dei vergäteten Bitten zu Hegen und zum Theil schr beträchtlich 
"ers sind, wie an Plgenden Proben zu erchen it Es haben deppet nachgeiagen 
1. für v2 dahre, Mefürvodahee, I für sndahee, 8 für2sdahre, Cr ae dahrs, 
Die Commisn It daher der Meinung, dass ein so geringer und zwellhater Vorteil 
der Versundlung des It in eine Zwanganstät für die Kane berrangeben Kännte, gegen die Zer- 
sörung des bisherigen Iberlen Charaktere dieser Stang nicht in Htracht kommen dir 
"in par anders Mitel van gleihfalı nur shwacher oder unicherer Wirk 
Schhus dien Berichte ermähnt werden. 
316 wirklich Käfige Mel könuen demnach nur betrachtet werden: 
9) Erhöhen der Nee. 
3) Horabetzung der Ponsonen. 
9 Verbindung beider Mit 
Die in der Denhschrit aufgselieDilserchnung gewährt die Möglichkeit, genau ansugeben, in 
weichen Maus diese Mil in Aumendung gebrucht werden müsen, wenn der Zuock emeich werds, 
4. die Il um 7320 Mu. gebeert eicheinen all. Detsils deräber wirden hir nicht ap ihren 
Piatze sing das Kndroctt aber te 
9) Weun das Dekit lo dureh Erhöhung dor Diträge gedeckt werden al, o münen diese all 
gemein, di fr fl jesigen und kanfligen Milioler, auf 4 Laubor ehäher worden. 
’) Sal die erbaetzung der Pensionen allen dis Deckung Denirkn, wo mäwen diereiben auf 
399 Hl. retuirt werden (wol die der Prefsnrin G. muß 3 Ri. besten Mile) 
2) Bi einer Verihslung der Lart sef Detrgende und Penisire kin er darauf an,. welche 
‚ts der Theilung man wähltes milen 4. U. etere j, Attere | ebernchmen, so wärden die De 
träge 54 Louise, die Deonen 24 NUN, betragen möwen. Selen die Beiträge ner auf 3 Loukor 
(hohen werden, 9 kinnen, wenn das Defeit wirklich gedeckt sln il, mur 234 Ik. Pension verab- 
ei wenden 
Ii allen disen Nechnungen it voraugestt, das die goriten Änderungen von Michal +15 
An in Wirsaekeit ten, und da du zeiten oder drten Falle die Peniosherabetzungen summiliche 
Witwen, die grzehwärligen wie di Münfign tefen. Sollen, ohne ale eitrgnerköhung und ohne r- 
Alstzung der Hunlan Fr di gegenwärtigen Winen, die Augen Witwen die Lan allein ungen, so 
könnte für dive nur die Penden zu 212} Ri, genäht werden 






























































Gegenstandes beigefügt, obwohl dei für ale, weiche die Denkschrif schon mit der nthigen Aufmerk- 
samkeit gelesen und erwogen haben, ganz berisig cn wird 
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Sollen un aber die Abknderungen für jetzt nf das damernte Minimum des Zultsigen gsellt wer 
den. »o it ie Comminion der Meinung, das’des af die möglich aanendste Weite durch flgenden 
lan gwcheben kann, welchen sie daher, Vedingungrweie, zur Annahme empfehlt. 
1. Die jhlichen Belrige werden sut 3 Lonilor höhe. 

Die Pensionen Wein für jet auf der Höhe von 250 Jl, bestehen, vo lage die Zahl der 
Witeen"), ne die Profenörl 0. mitzurhlen, nicht Aber 19 hinsugeht, welchen die gegenwärtige An- 
zn it, Im entgegengenetren Palo wird die Penion #0 brtimit, due 209 Ri, al fetom The 
Boch dis Dividende Mnnukomat, welche auf jede einuele Witwe All, indem man 006 Ri (dk +6 mal 
59 Rab) uner die vorkendenen geichmänig vertheit. Dei der hschrten Witmenahl, welche bisher vor 
gekommen it, nenlich 2 (hne die Prof. 0) würde als die Denon noch 202 Tihl. 20 Gpr. + PL. 
Gola betragen 

an erachtet Lich, das bei direr Hinrichtung das Dofit noch nicht vlg gedckt its in der 

ji die Rechnung, dam, den Anfang der Wirksamkeit vom 1. Oct. 1515 an vorsugeest, noch 
2009 Ri. ungedeckt Meiben, bei spterm Anfang des erküheten Beitrags ao nach Verkalnin mehr. 
Wenn jedoch de zur Zeit noch bestchende hahere Zisgenuss vorerst no ahne ehebiche Schälerung 
Tortdnuemn wird, und sont keine bedeutenden Verluste eintreten, »0 Aörnte men hfln, dass jener De 
(urn nach eier mimigen Anzahl von Jahren von selbe zur Deckung gelungen werde. Die Grelichat 
ur jedoch, wenn sie jeem Plan anzimm, sch nicht verhelen, das Si Witnenkase unter eo schrAnap- 
per Anmestung der Mitel zu den Obliegsheiten einem Schife glich, welchen schwerbelanet in wich 
tem Fihrrawer geht, und sine Schere nur in fortwährendom wachsamen Senden Andet. 

Cemmiuion hät daher für enumptnglich nethwendig, da mit obiger Hepulrung nach ver- 
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geinenenen Zentralen (een alle +0 oder » Jahr) u wiederbalende srglige 
‚ae Blansrechnung, und da je nach deren Ergebninen eventuell weitere Naehklf vorbehalten Dee, 
Als eine nethwendige vorberetcnde Masuregel daru würde von jetzt an eine solche pünkliche Dach- 
fahrung über die für die Witwenkane releranten perönlichen Verältnime aller Inereenten, in bit 
an mehrern Selen der Denkachrit angedeutet in, eiruführen sein. 

Dis Commnio ha eı nicht für nthig, die Vorheile, weiche dies Mepelirug darlitt, hier 
weikuig zu entwickeln, und macht nur auf Folgenden aufmerksm. Findet ich nach der een oder 
weiten Rerien, dam die Wlan ach nicht nur gebeser, sondern viel mehr gebemert habe, al man 
hate hoffe können, so wird man die Pensionen weiter erhöhen dürfen von 2:0 Mu. auf 2a» Rh. Ar 
den Fall einer Wiwensnhl unter 1, or fr den Fall der Köhern Witwensah ie ganze Zemtiiidende 
von #00 Mh. auf soso Mahl. (4 18 mal ce Mi); Findet sh Hingegen bei der Meriden eine Ver 
hlechterung der Mile, so wird sn sch einige weitere Anstrengung geilen Isen aber zugleich um 
45 mehr Glück wünschen müsen, 1146 nicht die Hände in den Schacm gel zu haben. In ide Fil- 
en aber wird man die weitem Mausregeln mit Beruntaein der Sicherheit oder der Notwendigkeit ef 
en können. 

Dass mit Annshue dieser Hegurung der Anfang der $. 10 der Regulatis, der in seiner unklaren 
snung aa eine Hauptquelle des jetigen Cds betrachtet werden mu, von sell mag, braucht nicht 
erinnert zu werden. 

nei der Anwendung der in disem Plane enthaltenen Nomnirung darf asken der Wtwesktase kein 




















1) Ka werden hier der Karre wegen immer nar Witwen genannt, vente ich aber von eb, dns 
Ienpendon ie eine Witwenpenuen galt werden mus. 
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Unterschied ewischen den jetigen Witwen und den könfg bnmukommenden gemacht werden, dem nur 
‚unter Vorausetzung einer gan gleichen Behandlung it es möglich geworden, das Defck auf den mini 
(50m Rast von tusz Ra. herabubringen. Zudem würden die neuen Witwen, wenn dan fribern eine ex 
rrionele Berorzugung ans der Kater genäht würde, wich fr ir halten, da die Möglichkeit, beim 
hr geinden Modifesnen der Punonen sehen zu Weiben, Mes durch die Erhöhung der Deitrge be 
wikt wir, an welcher die Ehemdnner der neuca Witwen Thtl genommen haben werden, die der feühern 
ber nicht. Da jedoch, von der andern Sie, la wünschensnerth erscheint, das jeder wenn auch im 
echte nicht begrndeten Unrufrodenhit der gegenwärtigen Witwen rorgebrugt werde, m acht die 
Comminien ve 
dus von Seiten der Unireniät an das. Curatrium die Die gerichtet werde, für die Ze, 
we in Folge obiger Negulrung der Pensionbeng unter 300 MM. herabgehen wird, den ge. 
en, v0 vle dann noch am Leben win werden, das an 206 Mu. fehlende nur 
ac arginen mu laen, 
ine olche Bitte würde sich mit nah Hegenden Gründen untemtätsen men. Auch it licht ru 
übersehen, dis eine sldhe Beihälfe der Univenüätsksme keine gross Last auepen könne. Unmöglich 
ve ex vogar nicht, des der Fall der Bihlfe ienal entit. Ale se se auch, wenn früher eine 
ie Witwe Binrukommt, che eine der bisherigen abpoangen it, Bald chen erfordeich werden, 1 wird 
ch vornwnichich für gerume Zeit der Zuschue für jede eintelne Witre mr wenige Thaler betragen 
können. In späterer Zukunft, z. M. nach 20 Jahren, hönnte wenn wir Heiriehhaler einen der estrem- 
‚en Hülle annehmen, dass nomlich is dahin gar keine Erhahung der Pension zlänig geworden und die 
ZAMN der Witmen auf 3 getigen wäre, die Gros de Zuchuscn für ee Witre 20 Mühl, betragen: 
iii dann werden wehrchinich von den jetzigen Witwen nur noch wenige am Lab sl 
Die Commiwion glaube hier noch ein per andere Einrichtungen, die ala Mittel zur Verbeserung der 
Biane sur Sprache gebracht sind, erwähnen zu mösıen, ohne jedoch einen Antrag das ichten zu wollen. 
Es it mrördent in Frage gekommen, ob nicht einige Verbenerung der Nase dadurch erreicht 
erden Kanne, das den nflüp eitretenden euseronenlichen Profemoren nur der Anspruch auf eine 
geringere Witrenpenion Deizlegt würde. Diee wörden senach ine weite Klane von Interementen il: 
den, aan der sie hei Ihrer Berdreng sur ordeshen Profomar von slbt in die erste hinaufrchtene 
(ie Deiteige der Miglieder zweiter Klame mlen dagegen Are Lchrige Gröse von 3 Loin'or behalten. 
Den jetzigen auserndenichen Profemoren sl die Wahl glamen werden, ab se In der emien Blase 
Weiden oder in die weite überreen walten. 4 jedoch, dam im letzter Fall ein Rack in die ente 
la nicht zutig wär. vo lange ie muererdenliche Profeworen blieben 
iu reger Würdigung dieser Gedenkenn it musördert wohl zu bedenken, das in dem oben 
S.Lreo] aufgestellten Haupipl die Tdacion des Delis von Tate Ri, auf 2063 Il, westlich 
von der Vorausrtzung abhängt, das die Dirägeuier Migleder, der Juigen wie der kanigen vun 2 
uf 3 Lausor eher werden, und das mil jener Hauptplan gar ach bestchen kann, wenn diese 
Vorusestsung einen wesentlichen Abgang eleidel, ahne das dafür anderweit cin yltändigr und che 
‚mr Ente eintkt, Durch die Betrchtung win eine sont derch ihre Kinfachbit ick empfhlende Art, 
I Denon der zwi 
ich, das man den Witren zweiter Klose zur den Bacn Tai der Penn, nenlich 200 Kühl. einriumen 
er sie öl der Profesria 0, glichelen alte, Dem in der Tiat it lich zu übersehen, das da 
dere uchr wahrscheinlich die Kane gar kein Kris für jene Einbuwe en Betrigen erhalten, und nur 
(io Witwen erter Klo etwas ber geellt werden, indem die Zuatriridende unter ee geringere 
A von Paricpanten vorteil würde 















































las niedriger zu mormien, von alt ala unsldig aurgeuchonen, die nom“ 
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Ber könnte ala zulknig erscheinen die Einrichtung, das für die Witwen zweiter Klame, neben 
deichmäuger Theilsshme on. der Zusssäiilende, der Dxe Theil der Denen niediger al aus A 
Alma 190 Mi. fetgectat würde. Ervägt man jeioch, 

ss ie Kinbanc an Deitigen sogleich anfıngt, sbald die zrite Klase constkurt ist, 
orthrend. aaererdenliche Prefnoren ernannt werden 

a 4 Nüglidern der Winenkame 20 sumerodenliche rofsoren ich beiden, 
und fl ‚ach in Zukunft ein ähnlichen Verkaliie Melt, von der im Hanpiplane voraugestz 
hen Ieitragverhähung ein nach und nach Mn zu | anrachsender Thal mul; indes dagegen 

(der Enz aus eintretenden gerngern Pensnirungen aller Wahrchilihket nach est nach la 
er Zeit unfngen, und bei der ach geringen Mortalität, die demjeigen Alt ukamnt, in den die Mer 
Fa der auserrdenichen Prefnoren zu sehen päogt, auch, derchchetlich, alten sin wird 

so Met or schr roblematich, ob die Mesimmung den festen Theil der Poion zu 154 Mu. ir 
(ie aweite Klee sreichen würde, der Kume uch mar den vollen Erst für den Verlust durch die er 
Fingern Beiträge za gerähren. Noch vi weniger aber dire man eine she Massegel al entschieden 
am Vorteil der Kaso gerichend aunehmen. [Dazu wäre man nur Derchtigt, wenn man one die 
Tiräge in der nwiten Kl chen no hc wi in der ersten Deibehlte, oder ie Donden noch erhab- 
ich unter 150 Mid, here; allin das ee wie dus andere würde »0 ae wie eine Harte reinen, 
das die Comminion sich nich dfar erklären kan] 

ine andere Massrgel, durch welche zuweilen der Kase einiger Vorteil zuvachsen konnte, wäre 
(ie Aufebung der im st. Antike der Regulati enthaltenen Bestinmeng, nach welcher die Witrene 
on duch eine Wirderrrherthung der Witwe gunz echt, Der Zweck dieser Verorinung kana nur 
jgorein sen, das man In der Voraunstrung, wlkhe Fälle warden ers vorkommen, der Kane eaen 
Genion hat auwenden wollen. Allein dser Zweck wid »o gut wi gan verfllt, da der Erfahrung u 
folge Wioderverhirihungen der Witwen unter diesen Umständen etwas fst Unrbirer and, (it schen 
in dar Denkschrifl bemerkt, das in mehr ale 103 Jahren nur Hin elcher Fll vorgekommen it.) Zmck“ 
inämiger it ohne Zweifl die bi andern Witrenkamen beushende Eirichtung, dw die Wiwenpensen, 
Während eine zweiten hestanden mar ruhe, aber siner auflebt, wenn die Wilerteherthete zum 
reiten Male Witwe wird. Man vergleiche die Statuten der Mat und Ciil-Diener Wiincakase 5. 15, 
dr PreüigerWierenkuse 5.34, der Sehllehrer-Witwenkaue j. 2%. Der Kal, wo der zwcie Khemanı, 
'sider in Meriger Profswor it, würde wohl augeneramen werden miten, da er untliwig scheirt, a 
Anırer Witwenkaus Ziner Witve (ale iner Familie) zmei Posionen mu genähren. Dagegen aber dä 
Tata cin, vun weitem Beschränkungen der Revivus Umgang zu achten, und ‚namentlich die 
ile Profeworeanitwenpensin much für den Fall wer zuführen, wo die Witwe durch ihre zweite Ver 
herathung a. I mit einem Prediger oder andern Suastsdiener eine Penslan aus einer andern üenlichen 
Kan erhielt. Man mu nemlich erwägen, da von einer Abänderung des bükeigen Status nur in 0 
ns eine Wikung errart werden kann, al dis Abinderung ict wieder durch Aunalno-Verfigungen, 
Mufgohobem ist. Dass übrigens in dem Flle, wo aus der ersten Ehe Kinder unter 20 Zkren vorhanden, 
ad, die Waienpsneen such während der zweiten Ehe in demselben Mause ie hie otdeuern münte, 
Serstht ich von nilt, 





dann 























































te zum Coonirneerichte, 


Wenn die Ausdrcke Bilanz und Deieit In Deckung auf das Finanbudgetees Sants gebracht 
werden, so verstch man unter enterer die Veglichung der Ausgaben und Einnahmen, wi ie für Kin 
Jahr, eier fr eine Meine Ansahl von Jahren, dis eine Firanperiode Wilden, nach. prisamiser Veran: 








ANWENDUNG DER WANRSCHEINLICHKEITSUECHNUNG ETC. 108. 


Jchlagung erwartet werden, und unter Defct den Unterched, wenn fr die Ausgabe eine grömere Samıne 
‚ieh erpt, al für die Einahme. In einem solchen Zwammenhunge sind Überschte und Dei ei 
ander gern entgegengertzt, und das eine sclimt da andere von selbe sur, 

Von eier slchen Rechnung unterscheidet sch dieerige, welche in der zweiten Abhetung der 
Denknchit für die Wilwenkate geführt it, in zwei werenlichen Stücke. 

1) Die tttere vergleicht nicht die Ausgaben und Kinnahmen für Kin Jahr, ade fr einige Jahre, 
sondern unfast beide für die genze unbegrente Zukunft, e weit und «0 gena, als or möglich it, die. 
selbe in Vorase zu vermchlgen 

2)Sie vunmirt nicht die Gelder web, in der Grüne wie sie werden vernugabt oder verinmehmt 
warden (was auch wagen der Unbegrenaheit oe Kin sin würde), ser deren nach bestimmte Zin- 
Fiss auf den Anfapsepankt dieonirte oder eduirte Werbe. In dien San Hut ich auch ein ohne 
oprenzung forlaufendo Reihe von Auben oder Kirmahmen dach zu einem bestimmen enälichen Re 
Aultate samen, und die Möglichkeit Ischet licht ein, wenn man bedenkt, dau cine Geldsanme 
durch Divndrung für einen nehr lungen Zeitraum gan enorm zunermenschmilt, wies, D. eine nach «13 
Tahren zu Itende Zahlung von 000 Tl, nach dem Zinfuse von >) Precnt jat nur den Wer von 
ine Mfenig hat, Nach leichter Amt ran zu demseiben Neraltate durch die Krmägung, dns der Jeuige 
Geldwer einer ohne Aufhären jöhrlich in gleicher Gröse zu leitenden Zahleng. nichts anderer it, aa 






































ie nun zw 
iechnung die Ausgaben in späterer Zeit grüner sin werden ala jet, di aumer den Kapialinen aber 
Jen hingegen in der Rechnung nich al steigend angenommen werden daten, 

‚ng ein Dolch un wird, Aa jetzt Einnahme gegen Auspabe keinen Überschu 
ich nicht ohne Weiteres ungehchrt behanptn, das wan jest Übrschtsn vonder 
die Ausgabe Statt Anden, Arin Dei In dor Toalrchnung sein werde, dena dası wird 
nicht nur das Dash voa Überschösen sondern ein knlingliche Grüne dereben erfordert. Hat eine 
Fichte Total-DilneHechnung ala Hadrenltst ein Dei ergeben, m steht dadurch ft, das die je 
on ählichen Übersehöse u klein sind, um die In späterer Zeit bvorsichenden Aue zu decken. Die 
‚iehige Rechnung hat die gegenwärtigen witmeiigen Überichüe schen als Bestandihele der Bilanz mit. 
Verühichög, und dieselben dürfen der Anal nicht nerimel in Einnahme gostelt werden. 

en 5 flch, wie die Einildung, dass jetzige zitmelige Üborschtve ein ji vobandanes D- 
Act vermindern werden, it die Vorstellung, das dic Dei dann geügt sin werde, sobald das Vormo- 
In Sin dem Detrage des Dei geichkommende Vergröserung erhalten habe. Hin solcher Schu 
ur in dem einigen Kalle zultg, wenn die Vergrntreng dee Vermögens seyick und ara durch fronde 
in der Diane nicht ach enthaltene Zultse bewirkt wird. Gens 2 I. das Vernögen der Wiwenkane 
be sek much 20 Jahren (era heihnise unter Mitwirkung von neuen Zus di aber nicht fortan 
(der Art nären) um 17520 Ra, vrgessrt, so wird darum alla doch das Det ict gehoben si 
vordere es kann dann möglicherneise gr sin alı jetzt. Die Bilanz am 1. Oct. ca wird nemlich hc 
vorgeten aus Vorglsichung dos dann vorhandenen Kanenvornögene mit dem auf item Zipunkt dieon- 
ten Metrage aller von da an hevontabenden Ausgaben, welcher Betrag 
bniche Herag für den 1. Oet 1515, und zwar aus dem einfchen Grunde, weil 
vie grössern jährlichen Ausgaben so He näher gerückt a wird, ja Macht wahrscheinlich din alla 
hen in Vebutonders Matme eingetreten sein werden 













































161 sacnas 





m.) 
Dita zeichen den Verpfcktungen und den Mitten der Preaueren- N 





Im Holge des von der Univerität-Körchendeputstin vor einigen Monaten mir eröfneten Wursches 
be ich mich der neuen Berechnung der Ian der Prefomoren-Witrenkste uterogen und diene Arbit 
jest vlendet. Ich werde meisen Bricht darüber »0 anrdnen, dam Sch auest die nötigen allgeeinen 
Flaterungen verschie hiernäehet die Dinerechnung vllt In eier consen lich Aberichtlichen 
Form sußstelle uodam die einzelnen Vosten der Nechnung näher erörers, und endlich die Vohläge für 
(ü niche herorichende Periode daran knipe 














Die Ilanzauseilung fr in schen Inte wie are Wütmenkane mas ich oflnbar auf einen 
Destimmten Zeitpunkt betichen. Das jch dafür diemsl den 1. October 1551 gewählt habe, wird Meiner 
weilänigen Nechferigeng bedrfen. Die este Mlanrechnung war für den 1. Otober 1103 gell ge: 
Sson:aue nahe Hegenden Gründen mw die Zwichenzeit zwischen ewei auf einander folgenden Prien. 
en eine volle Apzabl von Jahren umfasen, um das Ranllat reiner hersrteten su lamen; endlich, wenn 
a Fol der neuen Prüfung eine Modulen der nheigen Paskttionen als angemewen enchinn sale, 
#6 wird man bei dem Derchlun ofenbar vie ieer ich auf den neuesten Zustand wtüzen wllen, al af 
denjenigen, welcher vor einem Jahre Sat gefonden hat Die jetzigen Statuten schreiben zwar aller fünf 
Jahre eine neue Hevhden vor allein der Zeienkt, wo dio Auforderung an wich gelangte, Heu eine an- 
dere Wahl nicht mehr mu; auch ie durch diese Entreckung des Ainführigen Zeirrume af einen uch 
ärigen nich nur nicht veleren, wadern vielmehr eine noch etwas enlchiednere Auprägung der Zur 
Nundeinderung gevonnen. 

Das Wesen der ganen Wlanrechnung der jtigen wie dern 144, beteht darin, dass nicht für 
des nihste Jahr und nicht für einig Jahre, sondern für lo Zukunft, einerit die Obliogenheiten der 
Inst, anderer sine Hälfte auf den Ayeirarenden Captalwertb murüchgeührt werden. Nur 
auf diesem Wege it er möglich, einer Anıalt, die nur vom keinten Theile auf Weitäge, und dem row- 
en Thilo nach auf ihren Vermögensbenita badrt, und in den Itten Decenien an Thiilachnersahl so 
ch vergrner st, die Haltbarkeit fr alle Zukunft zu sichern. 

(Obgleich dimeal eben «a wie 1515 alle Rechnungen deppat geführt sind, nemlich nach dem Zin- 
1 31 und nach dem von 4 Procnt, zo habe ich €u dc für Burichend gehalten, ir mar die Re 
ltte nach ersteren aufführen Kin Theil des Vermögens uägt wirlich nur 9} Procent; von een 
dern jet haber verinsbaren Theil in eine Zinherabetsung in nicht za grower Ferne nicht unmahr- 
Seil: jeden aber cine Fororung der Vericht, Vi derartigen Kehmungen immer en cirac 
Aierigern Zinfa zum Grande zu legen, al dermalen gengbur it 

(Sl Mortaläsafln, vo weit die Nechmungen davam abhängig sind, habe ich auch dieemal di von 
arse benutzt, die auerläigsten, die überbaspt vorhanden sind. 

Diejenigen Rechnungslemente, welche nur aus den bei der Witrenkase seht gemachten Erfah- 
ungen abgeleitet werden können, und also an Zuvrläwisket gewinnen, wenn dies Krfahrungen einen 
growern Zitraum unfunen, habe ich für die jerige Ilanerechnung sämtlich neu bestimmt, indem ich 
ü (übern Erfahrungen mit den neu hinepekormenen verknäpft. Mei den einelnen Peniimen wird 
is näher angegeben werden 

Endlich beimerke ich noch, das bi allen Gekangaben Goldwährung sa ventehen it, und das die 
Oeginarechnungen zwar derehgehend« af Iruchiheie des Thaler gennn Fefchrt, diese Irachtheile aber 
in gegenwärtigen Aumuge weggelaen and. Aus diem Umstande bat man einig chenbar keine Di 
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euräansen bei den angectsten Summatioen zu erklären, die hin und wieder sin oder in Paar Hisheiten 
betragen können, 


ileerochnung der Witeenkane für x. Oeehr ss 





Schul, Our. 
n Tialer 
Capialwert den festen Theil der Pen- Cpitahwerth 
onen den Krtage der Apotheke. ....2.. are 
# firdie jest vorhandenen Witren .. abt6 |1. der Heirge der jeuiren Genamen.. «Ahr 
© Mr Wieren und Weien der jagen 8. der Beige aller känfig eintretenden 
Genen nun | Genen unse. 





a 
j.Caplaench r wntien Augen ucl np | Se Dich on dp Tem 





Oelävenmägen der Wiiwenhams... 











Summa Thaler ver | 


Die einzelnen Postionen der vorstehenden Bilnerechnung Boleite ich mit falgenden näharn Er 
orerungen. 

Zu (1). Der@Cpitalnertk der Witnenpersonen für simmiliche 15 jet vorhandene Witren mach 
dem festen Bestandteile (c 200 Thaler für jede) st die Summe der Jzigen Cptaerthe dieser Pennio- 
en fr jede einzelne Witwe nach Ihrem Lebenulter berechnet, mit Dertckichtirung erentueller Weise 
penienen, wo minerenne Kinder jetzt vorkanden sind. Ich wette diese Werte einen Micher, die Wi 

Reihenflge ut Sihung der A 











212°] 
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Die Zahlen (2) ud 
schi von sin zu Anden 
machen, sind zur Zeit r.verbeiaet. Tür jeden demelben it, nah Maangube des Alte des 
und der Fran, der jetzige Captaerth som der von esterm zu leitenden Beträge (v1 18 Thaler jr 
ih), al der dr lttern im Fall des Ührlobens zu Theil werdenden Witsenpenien nach ihrem ten 
Teile (u 00 Thaler) berechnet, So verstanden, egi ich die Summe der Deiträge mu 3007 Taler, 
die Summe der Pensionen zu usa Taler. Um dis jeat unrerkertheten Mitglieder mit zu berück 
schtigen, werden diess Zahlen mit 9 mullpiet, woran die Beiträge = saet Thaler, und die Penui- 
en = 31153 Thaler hervorgehen: erstere Zul It obige Pohin (1). Letztere, der Weisenpenion wer 
en um 4 vergrört, ergibt ssu1» Thaler, die Boien (1) 

"Die Rechtrigeng der Annahme dus Hirschen 4 für die Wahenponsonen, anstatt der 1813 aags- 
(wandten Bruchs }, wird bi der Nachreisung der Ponlonen () und () gegelen werde 

ch see nach die Reslate oiger Rechnung für die einzelnen 1 verberuheten Mitglieder he- 
Ir. Die Nomerirang It die Relheilge des Hinite in die Anal die Zahlen der Arten Columne 
‚ind die Beiträge, die der virten die Pensionen. 


Kind derch folgendes Verfahren erite 
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Zum Vertändsin der Posiienen (3) und () dient Folgenden, Das Atete der jeigen Mitglieder 
het die Nunernung as: die ersten 131 sind amınlich vomtorben oder auf andere Wese ausgeschieden. 
‚Far jves dir 134 augeiiedenen Miglicdr Ist berechne: der Wet der von demaeben geleiteten 
Weirige, und, wo Hinterlicbene Pemüonen erhalten haben, der Betrag der Witrerpensionen und. der 
Waienponsonen. Alle dies Zahlungen ind aber nicht nach ihrer wirklichen Grie in Anıtz gebracht 
vandern ma den gegenwärtig beuehenden Sätzen, melch 1: Thaler fr jührichen Betrag, und s00 Tann 
As jelier Ietrag der festen Tenson: sumerdem aber ind aimmiliche geuhlten oder empfangenen Ost 
der durch Disontirung auf ds Zement des Tinrte des eirefenden Mitgliedentedueirt. Rücksicht 
lich der Moditetienen, welche an diese Hechnungen nach angebracht worden musten Di denjenigen aus 
(nen 124 Mitgliedern, von welchen die Witwen noch am Leben sind, barche ich mich auf meine Denk- 
schrit von tn. 
So vertnden, beträgt für ale diese 151 Miller 

di Summe aller Dre u... 20306 Thaler 

die Summe aller Witwenpentonen Hart 

ie Summe aller Waisenpondonen a0 1 
wernan sich die Duschschtitaveihe ergeben: für die Deiräge 19,2 Thaler, für die Witwenpenionen 
4us,29 Thaler, für die Walsenpesionen 1,03 Tsler, Im Jahr 1813, wo di. Vs dahin ausgeschiedenen 
iiglioder ch in unonterbochener Folge hur is zu Nr. 10 ersteckten, hatte ich für diese eine ganz 
Ahrliche Ichnung zergefht, welch für die Dureschnitsverhe, wenn se in diälbe Form gebracht 
(werden, ergihen hate: 193,14 Thalerz 503,06 Thaler s1,07 Thaler. Man erkonat keras it Befrid 
ung, das die Viherigen Erfahrungen sich schon sehr wohl zur Postllung von Durchschitswrthen 
Size, und darin der Abschätzung der kungen De Trenkrile Orudlsge geben. Nach dem 
neuen Mesaltat it das Vorlltne der Waienpension rur Witwenpersin durehchnitlich shr nahe 1. 
wecken mr Posselung der Position (2) benutzt is (man vergl. 8.[163] um Schlun 

» Unähtigen Leitungen jede new eintretenden Mitglinen einem, und den Den- 

ionsbezügen durch ine Meliten anderrce, die Summen 100,5 und snt,0o Taler, Im Zeitpunkt des 
Hinten einmal In die Kawe eingeht und res. aus derselben ausgesahlt, na den Durchrcuiie 
{hen änuiraliren so brauchte man, wenn jeder Jahr Hin neucs Mi eneie, nur dee beiten ahlun- 
gen jeden Jahr widerhlt zu denken, und se man zu espaiiren, dei. cin fr allemal der Kane chi 
di Copitalumıne su» Th nivisn, th ie andern 10213 Thaler le Augabe an: 
Icechnen, um den Verpflichtungen und Derechtigungen aller kanig beitretenden Mitglieder Rechnung zu 
fragen. Diese Summen münen nun aber nach mit derjenigen Ze malplicht werden, welche die Durch 
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Jehltsah der Jhlich neu beiteetenden Miller audrücht. In der Denkschrit von 1445 hate ich 
dafr 23 angenonmen, ohne zu veichweigen, da Hlement ein ach ungeisen it alle wohl er. 
wegen, habe ich dinlbe Zifer auch diesmal beibehalten su münen geglaubt, und m haben uch die 
der Uianrschnung angmetsten Puslionen () und (1] ergehen. 
Die Posten () it die eitalee jühtiche Ausgabe von 900 Tinlrn, wovon dar bewegliche Teil 
‚der Witwenpenson zu betreien it. Dice Summe wirt unter ll berechtigten Wien zu gleichen The 
en vertheit, wenn deren Anrah 14 dr mehr herägg it die Ant kleiner, zo ehe jede se Thaler 
ee hieraus, da im letzten Hallo (der auch in diesem Asgenblick Statt fndet) di Kane cine 
Esparis macht, welche in der Han nicht mit berechnet it, und für etras Ungere Zeit auch garnicht 
Voraus berechact werden kann: jedenfall aber Ist die nur in vorübergchender Vorkil, welcher in 
päterer Zeit, wean die Kolgen der jeuigen grossen Auslehnung der Gerowenschaf sch ent enteickeit 
haben werden, alten oder vllecht nieale weder verkommen wird. 
Ale Durehchnättewerthe der Nebensusgaben habe ich angenommen. 
38 Til. 4 Opr — DM. für Drcenkonen, aameit so ach 
dm 9m Mr Danke 
9.55 Ar Rechnenpefährung und Collien 
u. Für Verne 































Zusammen 30 IN, 
Diese Ansito gründen sich auf die Erfahrungen der Jzten 31 oder a9 Jahre. ei der Rechnung 

von 1015 hatt nur Erfahrungen von 13 oder 14 Jahren zum Grunde gelgt werden können, welche die 
‚Totalumme 323 Ti. 13 Ogr. ergeben hatten. Die erstere Zahl, eapilhit, erbigt 1163 Ti. 1Opr. 
Dioer Betrag unter Zefagung son 2641 Ti. «pr. (la mitlerm Werte de wnprelaciven Vermögentheiln, 
ach vrjährigem Durchchnit) bildet die Paco (1). Far die lttere Zahl war übrigen in der Rechnung 
ach sujthrigem Derchshatt der nahe gleiche Wert 2033 Ti. 14 Ggr. «DT angenommen worden. 

aliirug der jühlichen Einnahme aus dem Pachaas der 








Die Position (+) entsteht aus der © 
Universäts- Apotheke (1000 Thaler) 

Die Postion (5) bedarf auch noch einiger Ellterungen. In der Jaherechnung für 16: 
int dan Geldvermögen der Kae für den 1. Jun sotn zn inzere Til. 1 Gr. 23 DE, Angentt, woren 
(üe vermlichen Capital 312 Th. 2 Ope. 7 Bi ausmacheng dar übrige besteht In dem bnaren Geld 
Vorrat, den Rücständen, und einem dem Unirenititapotheker Veniligten unterilichen Vacha 
Die Cain sind eora zur Hält bei Pirtschaldnern hypetkekarich, die übrigen in unkündbaren Staa 
pupierem angelegt, und der Item ind in der neusten Jahremschnung (oben »0 wie schon in mehren 
Veikergehenden) schlechtkin nach dem Nominalmerthe in Antte gebracht. Im Jahre 1416 waren hing 
se Ant vnch den Ankaufpreisn gemacht, und fh habe in meiner damaligen Mechnung dinelben 
ngetndert beibehalten, weil danls die Sehrankungen {a dem Wer der Stastspaper viel geringer wa 
m. neue den Titan a Ui Jahren. Jet, wo en beeichtlicher Theil der zun Vermögen der Wit 
kauo gehörenden Stanspapiere vo hr ‚werche seht, halte ich für nehmendg, in der 
Hilanerechnung die Papiere nachdem niigen wihlichen Wertke, wie sie sch naliron Lumen, mu er 

eh habe das die Dürnanenurse in Frankfurt und Hannover vom +, October angewandt, weil doch 
ie Klgenden 
Hannorenche 3 Proc... 









































unter dem Ne 








ir 
in bestimmtes Datum gewählt werden must. Ei 
Oesterreichische ut Meiliqun.. & 
teil... an 
= mn m | > — 








168 Nacntase. 


Don Geldevam habe ich angenommen ı Losidor = #4. 6 kr. und = 31 Thaler Coarant. Ti 
ie sind obige dis Orann sdem nach erwan, ohwal] nor wer, gericen. 

Das Iisltr dieser Kedacionen it, das dieselben verzinichen Capital, wel 
werke zu 129972 Thaler ungez sind, nach dem zitigen Hörunceursweihe nur 101014 Th. 23 Op. 
erringen, welcher Summe jch moc diejerigen sco Thaler nutze, für welche d 

it. 80 mel wich unter Deigung der andern Posten (sarer Geldvarrah un.) das Gedrer 
mögen der Wiwenhase für den 1. Jule 1ssı auf 
haveıs Thaler 22 Gpr. 

Um vo weit ich dazu im Stande Vin, die Idcton auf den 1, Otober 151 abzchtzen, sche 
ich von dieser Summe ab die auf Michael alig gewordenen Witwenponsionen mit. 1797 Til. 13 
und uote hin 
den Datrap der Deitäge für ds Jah Inne bin 1030. 
den haljährigen Pactins far die Apotheke u 
und einen verulährigen Betrag der Zincinnahme, unter Zugrundelegung der Jtt- 

jährigen mit Abzug der Fintehungskonten a uconanacnnacnee nn 








nach den Ne 





ormalı Mllersche Haze 























woraus san obige Position (hervorgeht. 


in Errägung des bedeutenden Pax, it welche ei Iilanerechnung sbeclirt, erscheint ei 
Erhöhung der Denon für die nichrt bevomtehende Periode aa sulsnig, und über die Grüne der Erhe- 
Hung habe jch Folgender zu bemerken. 

"Wenn die Frage aufgstel wird, um wie il unter Beibehaltung aller rigen Einrichtungen der 
bewegliche Theil der Witwenpensan erhöhet werden mus, damit in der Hilanı Debet und Credit zur 
velkemmenen Glichkit gebracht werden, w» Andet sch durch cine lichte Rechnung diese Erhkho 
Tas Ti. 3 Ggr. Wahl man eine kleinere Erhöhung, u sclient die veränderte Klara noch immer mit. 
nem Plan ab, mit ince Mine hingegen, wenn eine grümete Rikähung angeanmmmen wit, Würde do 
der bewegliche Theil der Pension von jet an auf 6 Thaler nermit, »0 da jede der daran berechtigten, 
Wirren zusammen 260 Thaler elite, «lange deren Anzahl nicht 15 überchreie, im entgegengreston 
Fall hingegen neben dem festen Theil zu 209 Thaler noch den betreffenden Antheil an der Total 
jese Tine, a0 würde dis auf gleiche Arı wie oben geführte Wlansrechnung noch mit einem Plus von 
1693 Toalern ebclinsen. Man hat ac u dieser Maaserege nicht nur volkommene Berechtigung, son- 
dern such die Ausicht, das asch wenigen Jahren ine abernlige Erhöhung wird Sat Anden konnen, 
Immafemn keine gruss Volute eintreten, der Gore hehern Zisfusen noch foruert, und bei der jezn 
nicht eeicten Anzahl der Witwen 14 von der in Hechneng gebrachten jährlichen Serame vornt jhr 
Harman erübrigt wird. 

Mi einem Minus von s13 Thlero hingegen würde die Blans abetienen, wenn di Erhöhung auf 
1 Tinlr, und mit einem Minus von >44» Thalern, wenn dieselbe auf 20 Thaler figenst warde. Kin 
Io geringer Minus, ‚ie dos im emtern Flle ich engebende, würde au den eben angsfährten Grinden 
Schon nach kurzer Zeit sich ausgleichen, und daher die Nomirung des beweglichen Ts der Pension auf 
5 Thaler (lich Wei mchr ale 18 Witnen Verbelung der Summe von 117a Tinlere) an sich gar kin 
Bedenken haben: vielleicht uber würde man nicht ern von dem Diner mer beobaeheten Gbruuch ab- 
weichen welen, wonach die Aalbjährige Penionwumme cs cine ganze Anral Vulen Ietrug 
(reiche Meine Hpsemichkeit allentings von ulbıt wegfallen wid, sobald die Anzahl der Witwen cher 
In genisgen it). Schen jet aber den beweglichen Theil auf 70 Thaler ma setzen, würde ich schon der 
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Principe wogen nicht für geraten halten, wenn ich auch unter den erigen güntigen Umständen gern die 
Hofsung the, dus das Minus von 3114 Thal schen In den nächsten Jahren sich bedeutend vernin- 
dern würde 








Jepstatin das inläogliche Mater zunnmen- 





Berhlus gest werden kann, bin aber gern zu 
eitrn Krsuterungen bereit, wenn sale fr nakig gehlten werden sten, 
Oetingen den 1%. Ocaber 1531. CE. Gm. 





[erechnung der Miteeorhi der Deiräge und Pension. 





Die Anal der in wnaterachener Haihenfoge nach der Numerirug. ihrer Heititeit ie um 
Oetsber 1651 voserbenen oder auf andere Weise au der Prafeoren-Witnenkaue augechiedenen Mit- 
lieder Vetagt 134. Für jede dieser 134 ausgeschiedenen Miglicder it in flgender Tabelle anammen- 
geellt; das Jr an dewen 1. Oct, (und nur aumahımmeie an demen 1. Apr. Dei Nr. 194) der Deltrit 
erfolte, die Anzıhl der Jahre und Monate, wihrend welcher die träge oder die Witwen und Walen- 
Pensionen ein- der nugeahlt wurden, ebenso dijerigen welche vrgingenbis m dem Zeitpunkte vo wo 
un die Penion gerschnet wir. Au een Daten sind die in den daneben mahenden Spnten enthaltenen 
Werte bestimmt, welche Im Zeitpuakte des Eintr Air den Zinfun von 31 Proc und ı Proc. den 
je mit 1 TA. eingerahlten Bitägen und den mit 290 Tl, ausgeralten Witren- und Walsenpon- 
"ienen gleicikommen. Die Anize zu 10 Th. und 366 Til, sind von Oavas wohl drbalb gerät, weil 
Merfr schon der gröte Theil der Tafel im Jahre tnıt bercebset wer. Für die am 1. Ost 151 nach 
Nebenden Witnen der Mitglieder Nr. s Han. 2. 100098 und 124 It der Coptahrer dere 
Jeigen Pensionsbezüge die mach jenem Zeitpunkte acc erelgen muwten, zit Zuhülfenhme der Bao 
chen Serlichkeittafen bestimmt und unter der Vorsumeinung dass die Zahlung um Ende jedes Fahren 

is zum Schluss des Serbemonnis eat. Die aus dieser Zusammenstellung sich ungiıalar 


























mut und ewer nachdem durch Mulplioton 
(dus die Pesiooen ich jhrich sonder halbjelich genaklt Far die Warenpenionen it Mar 
Angenommen, dus si bs zum Schlame der Monat galten, in welchem das 20“ Lebensjahr des Kindes 
Velendet wurde 

Die handıehrliche Taf enthält keine Überschrift der enelaen Spalten wie hir der Abdruck] 
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Verbindungsrenten. 
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Verbindungsrenten. 
Alter der Mannes zur Seite, Altrunterchled der Frau oben. 
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Verbindungsrenten. 
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Zinfen 4 Prost. 
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Verbindungsrenten. 
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BINRICHTUNG UND GEBRAUCH DER TAFELN. 





[Den Zuhlenungeben dieser Tafeln Hegen di von Deren Im 16. Dande des Onsurichen onrnala für 
Mathematik rurammengestelten Brfahrungen über die in der k. Premischen allgemeinen Witwen- Ver- 
Pfegung-Antalt während der Zeit von 176 bi ıöj ncseice aufgenommenen sısco Ehepaare a Grunde, 
a and bio angegeben di Loguhmen der Anzahl dor Frauen (log/m) und der Miszer (og FA), weiche 
ante zoo, die das vollendete 20% Lebensjahr erreichten, bi zu dem Ende den in der Mit bemerkte 
Alterjahre {Im oder A) gelangten, jedoch mit der Abweichung von Date, das das Asterben der Mis- 
ir 50 Jahren nach demselben Verbältne gereiet It, welchen jenen Erfihrangen gemän bei dem 
jüichen Geicheche gt; weil wi in der Ilasrechnung von ılz ervint wird, die Regiratur der 
Prounischen Witronkase zer direten Destimmung des Abuterbens der Männer I haben Alter keine hin- 
ichenden Daten enthält. Neben den Loparibmen der Lebenden stehen unter der Überschrift, er die 


Achten Werte der He] Far, 
























und Io Om = Ip EU. 
in Einheiten der sibenten Deinale ausgedrückt. Mi Hafe der so Zhaltenen Tafel für die Streit. 
Gacas die einfachen und dis Verbindungsenten bei dem Zifus von 3 Pro und von 4 Pro. berechnet. 

Die some in Logahmen aa in Zahlen (pm, OA) dargenlien einfchen Laibretenwerth gel 
ten für das Hide des in der Mita angegebenen Lebensjahres der Frau {m) oder des Mannes [A)-als 
jegen Zeitmoment und unter dor Veraumetsung, dass für den Fall des Tilebens des Hades jeder der 
muchflgenden Jahr dann die Manzeinhit geaht wird, «0 das al 











msn = mh HRS ha nt 
OA.FA= RUF ARRAH HPA 





wenn p den Diwontecter (= J14 bei yl Proc. und = II bei 4 Pros) bemichnet 

Die Taı der Verkindungeenten enthalt die Logerlhmen der Werthe {m AN. weiche für den 
Zeipunkt der zur Sie chenden Alters (A) des Mannes slchen Renten, die am Schlus jan der ak 
genden Jar im Falle de gleichzeitigen Labens des Mena (vom jetigen Alter = M) und der Fu 
(vom Altemantehlede = m—af) mit der Manueiheit gilt werden, gleich kommen und ao durch 
die Formel beim ande 


HAN Im. Em = fin tn) FArHI)HR/n Ha) FO 
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Warte con Taitrenten und Dbenirrsichrungen für Männer. 

Die Taf für die Leibrenten der Männer ner genauen Berechnung der Eifer 
enatt, den difenige Destirmung der Sat, dam cin Wielerutritt des lebenden Mitgliedes nicht ge- 
(its sin vll, haben würde: Er Andet, das für die es verhiuheten Mitglieder der Dilanrechnung 
vom +. Ost ta der Zeitwert der Beitekge ch dadurch um #8 Th. bi 9] Pre und um #5 Tl. bei 
4 Pros. vermehren würde. Anmerdem hat er mit Hilfe dieser Tfel einige Rechnungen über die Were 
wicherengen sungeührt und dabei für ein jtäge Mannonler von A Jahren 9 [EM 

3] 


1 Garen zu 











von Leben 








is Zeitwert der a Ende des Todesjhres ausushlenden Müneinhit geaomm 


Werth der bestehenden Witwerpensien Pr 
Im jetigen Alter dar Wine, 


em Werth der Pension wenn jährlich und mar an noch Lebende geht wird. 
 Disanofator (= 1 fr 4 R nt für 31 Poee) oder der Zinnfam so ventanden, dan # 


ach eier Jahre aaa anricha, 
Fe Labendo des Alta # nach Angabe der Moraliäwte 
(Die Manz wird für den 1. October eins betimnten Jahre berechnet und diser Zitpunkt. hier 
@berll nr kura der jetige geranat. Nach dem Hegultne vom ıı. October 1633 und den äter ergan 
jenen Verfügungen die Profsoren Witwenkane betrefend wir die Pension In habjährlgen an. April 
(nd in 1. October jeden Jahren fligen Raten ausbezahlt und ercht bi Witwen mit dem Sterbemonste, 
(weicher zu vll bezalt wird. Ni Rücksicht hier it für den wahrcheinlichen Jtewerth Dim einer mit 




















der Möngeihei jühlich auszuahlenden Wilmenpension:] 
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Die Tate gr 
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Stchende Ehe 

Alter des Mannes M, der Frau m zur Zeit yon Oct. Serlichkeitfe lebende Männer vom 
Alter # = Fz, Wen der Wierenpention = R-Q. 

(ach den Statuten nm die Peusen ml dem Ablaufe des Gndenguartal Ihren Auf 
Haltjehrigen um 1. April und am 1. Oetober jeden Jahres Aigen Raten augeralt und erlcht mit dem 
Sehlunte des Sterbemonate. Für den Zeitwerh R— eine etw eintretenden Wilnenpenson welche jähr- 
He die Manzeineit beträgt It demnach 
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Wort der noch zu solenden Berge 8, 
(ogalair vom 11. Oeeber'ys und 24. Nerember 16. Jeder Thilnehmer un der Wirrenkause 
ut postsumerendo jühlich um ı7. September den Teig an den Rechnungtuhrer zu entrichten, und 
‚worden diese Herige von’Michull za Michali gerechnet. — Wenn cin Mitglied der Wirwenkans in 
der ersten Malte den Betragjahre, mithin In den Monaten vom Oaber bis incl, März ab, no haben 
die Erben für das betnfende Jahr den Beitrag wicht mehr einsumhlen; wird dagegen ein Miglied in 
I den Jahren, »o m September de Serbjahre noch der volle 
eig entichet werden. — Die Aufktndigung von Seiten der Theilschmer war mittht shrflicher 
Brälrung vor dem 17. September den von Michael zu Micha Iaufenden Behrtsjhrengeschchen, der 
an diesen Tage Alig werdende jhiche Beitrag jedoch nech einmal zu voll beat werden; wer diese 
Fri nicht einhlt, ma für das ganze ilgenda Beiritujahr noch Zahlung leiten, beibe dann aber kin 
dahin auch noch Mitglied 
Für den Zeitwert $ der Jhlch ale Dein zu sahlenden Maseinheit erhält man dahr:] 
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Beispiels Nr. 19 Cnrdl. Me on, mm 
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Dei der Außtelung dis Tafeln hat Gacıs ich ner fnfeligen Tafel zur rechnung de Lo- 
urthmus der Summe von Grossen, die nicht slbst, sondern nur durch Ihre Loparlhmen gegeben sid, 
Teint, und deshalb bei jedem Zisfus und jedem Alternuntechiede ut der Beimmung der ante. 
(werke für die höchsten Lebensjahre den Anfıng gemacht. Die einselaen Zahlenungeben können su die- 
Mm Orenin ur abgehen von dor Verbamerung, welche 
Hungen der Prounischen Witwenkaue schon either erlitten I 
imae der Logarmen ungenna sein. 

ige Rechenfhler, auf di ich durch Bildung der Quotlenten zwischen den 31 und 4 procetigen 
entenworiben und der Diferenzon der af einander folgenden Quotienten sufimenksem geworden bin, habe 
ic beim Abdruck berichtüg. In Einheiten der fin Docimale des Logarithnun beiragen diene Rehler 
jun den Orten Iren Hatstehens: +30 für das 77 Jahr der Era in deren Leibrentenweren bei 4 Pr 
ferner für da pr. und 93. ah des Mannce und di re. Alternunterchee der ru von + und odahr 
Yeiat Proc +10 für das 7. Jahr der Mannen in desen Lebrentanwerch bei zj Proc. und obeneo viel 
Far dan 79. Jahr des Mannen 
due a. 8. gu. a4 und 9. Jahr den Mannes und die rn? Altermatechiode von —4, =, 10, =, 
Und 4 Jahr bei den reup. Drenten 4.4.31.4 und al. Die und einige andere Rechefeher 
ringerem Betrag haben auf die Besleimung der Nentenwerte für die suche jüngeren Altejnhre el 
gen Hintlw geabt, der ll und im Auesten Falle et für das Hnde des zweiten ahrrbnt vr- 
Mehwinde. Die Angıben der einfachen Leirenten in Zahlen sind aun den Logurithmen abgeleitet und 
ben nach der angegebenen Bericht dewiben hier auch eine eatprechende Abänderung erfähren 

Die bei den Annendungen der Tafeln zu gebrashenden Forma und die Rachnungebespiele zu 
denlben sind den serteuten Nation auf einzelnen Hardlätchen enlehat und hier durch eiige Kin- 
haltung erläutert 












, in einzelne Einheiten in der fünften De- 























ALLGEMEINE AUFLÜSUNG DER AUFGABE 
DIE THEILE EINER GEGEBNEN FLÄCHE 
AUF EINER ANDERN GEGEBNEN FLÄCHE SO ABZUBILDEN 


DASS DIE ABBILDUNG DEM ABGEBILDETEN 


IN DEN KLEINSTEN TEILEN ÄIDLICI WIRD 


CARL FRIEDRICH GAUSS 


At BKANTWORTUNG DER NON DER KÖNIGLICHEN SOCHETÄT DER WISSENSCHAFTEN 





Ab hie ia eäritur ad maion 








ische Abhandlangen herausgegeben von H. C- 
Dritten Heft. Altona 1825. 





Digitized by Google 


Der Verfasser dieser Abhandlung hat die zweimalige Wahl der Aufgabe. die 
ihren Gegenstand ausmacht, als einen Beweis von der Wichtigkeit betrachten zu 
nüssen geglaubt. welche die Königliche Societät derselben beilegt, und ist da- 
durch aufgemuntert worden, dieser seine schon vor längerer Zeit gefundene Auf- 
lösung vorzulegen, woron ihn sonst die spe von der Preisfrage erhaltene Kennt- 
niss abgehalten haben würde. Er bedauert, dass der letztere Umstand ihn ge- 
nöthigt hat, sich fast nur auf das Wesentliche und auf die Andeutung einiger nd- 
her liegenden Benutzungen für Kartenprojectionen und für die höhere Geodäsie 
zu beschränken, da er ohne die Nühe des Schlusstermins gern die Entwicklung 
einiger Nebenumstände noch weiter verfolgt, und die vielseitigen Anwendungen 
in der höheren Geodäsie ausführlich bearbeitet haben würde, welches er sich nun 
für eine andere Zeit und für einen andern Ort vorbehalten mus 
Im Deosmber 1522. 
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ALLGEMEINE AUFLÖSUNG DEI AUFGABE 
DIE THEILE EINER GEGEBENEN FLÄCHE 
AUP EINER ANDERN GEGEBENEN FLÄCHE 80 ABZUBILDEN 
DASS DIE ABBILDUNG DEM ABGEBILDETEN 


IN DEN KLEINSTEN TEILEN ÄHNLICH WIRD. 





Die Natur einer krummen Fläche wird durch eine Gleichung zwischen den 
sich auf jeden Punkt derselben bezichenden Coordinaten x,9, z bestimmt. Ver- 
möge dieser Gleichung kann jede dieser drei veränderlichen Grössen wie eine 
‚Function der beiden andern betrachtet werden. Noch allgemeiner ist es, noch 
zwei neue veränderliche Grösen t, u einzuführen, und jede der x, 9, # als eine 
Function von # und u darzustellen, wodurch, wenigstens allgemein zu reden, 
bestimmte Werthe von und w allemal einem bestimmten Punkte der Oberfläche 
angehören. und umgekehrt. 








2 
In Bezichung auf eine zweite krumme Flüche sollen X, Y, Z, T, U An 
liche Bedeutungen haben, wie resp. 2, 9, &, 4, u in Beziehung auf die erstere. 
3. 
Die erste Fläche auf der zweiten abbilden heisst. ein Gesetz festsetzen, nach 
welchem einem jeden Punkte der ersten Fläche ein bestimmter Pankt der zwei- 





ten entsprechen soll. Dieses wird dadurch geschehen, dass 7 und U best 
ten Functionen der zwei veränderlichen Grössen £ und u gleich, geselat werden. 
3» 
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Insofern die Abbildung gewissen Bedingungen Genüge leisten soll, werden diese 
Funetionen nicht mehr willkürlich sein dürfen. Indem dadurch auch X, Y, Z 
zu Functionen von # und u werden, müssen diese Functionen, neben der Bedi 








gung. welche die Natur der zweiten Fläche vorschreibt, auch noch derj 
Genüge leisten, welche in der Abbildung erfüllt werden soll. 





“ 
Die Aufgabe der königlichen Gesellschaft der Wissenschaften schreibt vor, 
dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen Ahnlich sein soll. 
Es kommt zuvörderst darauf an, diese Bedingung analytisch auszudrücken. 
‚Aus der Differentiation der Functionen von 4,u, durch welche &,9,,3 
ausgedrückt werden, mögen folgende Gleichungen hervorgehen 





Yz 





de = adt-tadu 
dy = bar Hau 
de = edt +edu 
aX = Adt+Adu 
day = Bat+Biäu 
az = Cat+Cau 





Die vorgeschriebene Bedingung erfordert, erstlich. dass alle von Einem 
Punkte der eräten Fläche ausgehende und in ihr liegende unendlich kleine Linien 
den ihnen entsprechenden Linien der zweiten Fläche proportional sind, und zwei- 
tens, dass jene unter sich dieselben Winkel machen, wie diese. 

Ein solches Linear-Element auf der ersten Fläche wird 





= Vaa-tbb-tee)de+2(aatbbtee)dr.dutlWatbötee)au) 
und das entsprechende auf der zweiten Hläche 
= VAA+BB+ CC)dr+ (AA BB+ COYdt.du+ AAHBB HCC) 


Sollen beide, unabhängig von df und du, in einem bestimmten Verhältni 
einander stchen, so müsson offenbar die drei Grössen. 


aatbb+ce, aa-Fbb-fee, aa-tbö4+ee 








respective den drei folgenden proportional s 
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AA+BB+CC, AA+BB+CC, AA+BB+C 
Wenn den Endpunkten eines zweiten Elements auf der ersten Fläche die Werthe 
tu und t4öt urn 


entsprechen, so ist der Cosinus des Winkels, welchen dasselbe mit dem ersten 
Elemente macht, 


=... 
= irren 





DRILTERLHERTTETTENTIEN 
Flle Blut ledtz eu) (RC 





+ (eätteänteht hen) 
HH) 





und für den Cosinus des Winkels zwischen den: correspondirenden Elementen 
auf der zweiten Fläche ergibt sich ein ganz ähnlicher Ausdruck, wenn nur 
a,b,c.a,b,c in A,B,C. 4, B',C" verwandelt werden. Offenbar werden beide 
Ausdrücke einander gleich, wenn die obige Proportionalitt Statt findet, und die 
zweite Bedingung wird daher schon mit in der ersten begriffen, welches auch bei 
einigem Nachdenken von selbst klar it 
Der analytische Ausdruck der Bedingung unserer Aufgabe ist demnach, dass 
AAHENECE _ ACHENHCO _ AAHBWECT 
wer Hide Fre 








werden muss, welches eine endliche Function von £ und w sein wird, die wir 
= mm setzen wollen. Es drückt dann m das Verhältniss aus, in welchem die 
Lineargrössen auf der ersten Fläche in ihrer Abbildung auf der zweiten vergrössert 
‚ert worden (je nachdem m grösser oder kleiner ist als 1). Dieses 
wird, allgemein zu reden, nach den Stellen verschieden sein: in dem 
speeiellen Falle, wo m eonstant ist, wird eine vollkommene Aehnlichkeit au 
in den endlichen Theilen, und wenn überdiess m — 1 ist, wird eine vollkon 
mene Gleichheit Statt finden, und die eine Fläche sich auf die andere abwickeln 
Iassen, 















Indem wir Kürze halber 
Want bb+edr+2aa + lit ecjdt.dut[aa Hd +Ce)du = w 





setzen, bemerken wir, dass die Differentialgleichung ® — 0 zwei Integrationen 
zulassen wird. Indem man nemlich das Trinomium w in zwei, in Beziehung auf 


a3* 
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dt und du lineare, Factoren zerlegt, muss entweder der eine oder der andere 
Factor = 0 werden, welches zwei verschiedene Integrationen geben wird. Die 
eine Integration wird der Gleichung 





(at bö+egdt 
+lad+bU+ccHiylaatbbtee)datbdtee)— dt bite) )jau 


entsprechen (wo # Kürze halber für Y—1 geschrieben ist, indem man sich leicht 
überzeugt, dass der irrationale Theil des Ausdrucks imaginär werden muss); 
andere einer ganz ähnlichen Gleichung, wenn nur i mit —# vertauscht wird. 
Tat also das Integral der erstern Gleichung dieses: 








phig = Const. 
wo p und g reelle Functionen von t und u bedeuten, so wird das andere Integral 
Pig = Const. 
ind die Natur der Sache wird os mit sich bringen, dass 
(dp+idg.(dap—idg) oder dp+dg 
ein Factor von w, oder 
= 
werden muss, wo n eine endliche Function von f und w sein wird. 
Wir wollen nun das Trinomium, in welches 
dX’+dY’+4Z 


übergeht, weni für 4X, dF, dZ ihre Werthe durch 7, U, AT, AU substituirt 
werden, durch © bezeichnen, und annehmen, dass auf ähnliche Weise, wie vor- 
her, die beiden Integrale der Gleichung 2 = 0. diese seien: 
*  P+iQ@= Const. 
P-iQ = Const, 





und 


2 = Nap'+4@) 


wo P. Q, N reelle Functionen von 7’und U bedeuten werden, 
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Diese Intogrationen Iasson sich (die allgemeinen Schwierigkeiten des Inte- 
grirens bei Seite gesetzt) offenbar vor der Auflösung unserer Hauptaufgabe ans- 
führen 

Wenn nun für T, U solche Functionen von t. u substi 
bei die Bedingung unsrer Hauptaufgabe erfüllt wird. so geht @ i 
und es wird 





irt werden, wo- 
mmo über, 











Man sicht aber leicht, dass der Zähler im ersten Theile diesor Gleichung durch 
den Nenner nur dann theilbar sein kann, wenn 


entweder AP-+idQ durch dp-+idg. und AP—idQ durch dp—idg, 
oder dAP+dQ durch dp—idg. und AP—idQ durch dp-+idg 


theilbar ist. Im ersteren Falle wird demnach dP+idQ verschwinden, wenn 
dp+idg = 0. oder P+iQ wird constant werden, wenn p+ig c 
u wird, d.i. P+iQ wird bloss Function von p-+ig sein, und eben 
P—iq. Im andern Falle wird P-+5Q Function von 
p—ig, und P—iQ Function von p-+ig sein. Es ist leicht einzuschen, dass 
diese Folgerungen auch umgekehrt gelten, hemlich dass. wenn für P4+Q, P-i@ 
Funetionen von p-+ig, p—iq (entweder respective, oder verkehrt) angenommen 
werden, die endliche Theilbarkeit des @ durch w, und sonach die oben erfor- 
derlich gefundene Proportionalität Statt haben wird. 
Man überzeugt sich übrigens leicht, dass wenn z.B. 


PHQ=sp+iN 
PHAQ=fp—ig 
gesetzt werden, die Beschafenheit der Function f* schon durch die von f be- 
dingt wird. Wonn nemlich unter den constanten Grössen, welche lotztere otwa 
involviren mag, keine andere als reelle befindlich sind, so, wird die andere /” 
mit der f ganz identisch sein müssen, damit jedesmal reellen Werthen von p. q 
reelle Werthe von P, @ entsprechen: im entgegengesetzten Falle wird sich f” 
von f nur dadurch unterscheiden, dass in den imaginären Elementen von statt 
berall das entgegengesetzte — gesetzt werden mus. 
Man hat hiernächst 





stant an- 
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P=ifoHig+HH/W—ig 
He) 
oder, was dasselbe ist, indem die Function f ganz willkürlich angenommen wird 
(nach Gefallen mit Inbegriff constanter imaginärer Elemente). wird P dem reel- 
len und #Q@ [bei der zweiten Auflösung —iQ) dem imaginären Theile von 
flo-Hig) gleich gesetzt, und hieraus sodann vermittelst der Elimination T und 
U in der Gestalt von Functionen von ? und w dargestellt werden. Hiedurch ist 
die vorgegebene Aufgabe ganz allgemein und vollständig aufgelöst. 








P 6. 
Wenn p-+ig. eine beliebige bestimmte Function von p+ig vorstellt (in- 
dem p.q reelle Functionen von p. g sind), so sieht man leicht, dass auch 
P+ig 12 
die Integrale der Diferentialgleichung » = 0 darstellen; in der That werden 
‚jene mit den obigen 





Sonst, 





Const. und p: 


Const. 





- Pp+tig=Const. und p— 


resp. ganz gleichbedeutend sein. Eben so werden die Integrale der Differential- 
gleichung @ 


Const. und P'— iQ’ = Const. 





mit den obigen 
P+iQ 





ganz gleichbodentond sein, wenn P'4-iQ’ eine beliebige bostimmte Function 
von P-+iQ vorstellt (indem P‘, @* reelle Funetionen von P,Q sind). Es 
erhellet hieraus, dass in der allgemeinen Auflösung unsrer Aufgabe, welche wir 
im vorhergehenden Artikel gegeben haben, auch pl, g_ die Stelle von pı g; und 
P, @' die Stelle von P, @ resp. vertreten können. Wenn gleich die Allgeme 
heit der Auflösung durch eine solche Abänderung nichts gewinnt, so kann doch 
zuweilen für die Anwendung eine Form zu diesem, die andere zu jenem Zweck 
bequemer sei. 





Dit TH RISER OBORBKEN FLÄCHE AUF EINER ANDERK Anzunmoen wrc. 199 
% 
Wenn die Funetionen, welche aus der Differentiation der willkürlichen 


Functionen f,f' entspringen, durch 4 und 9’ resp. bezeichnet werden, so dass 
d.fo = gu.do, d.fu = F.du, so wird in Folge unsrer allgemeinen Auflösung 


vet. Azie 








Fo—ig 





also 
li ir} 

Das Vergrösserungsverhältniss bestimmt sich daher durch die Formel 
artar 








my! ee + Fi 





s. 
Wir wollen nun noch unsre allgemeine Aufiösung mit einigen Beispielen er- 
Iäutern, wodurch sowohl die Art der Anwendung, als die Beschaffenheit einiger 
dabei noch in Betracht kommenden Umstände am besten ins Licht gesetzt wer- 
den wird. 
Es seien zurörderst beide Flächen Ebnen, wo wir 





werden setzen können. Die Differentinlgleichung 
wdr+a 





gibt hier die beiden Integrale 
tin 


und eben s0 sind die beiden Integrale der Gleichung 2 = d T’+dU? = 
gende: 





Const., 1—iu = Const. 








, fol- 


THU = Const, T-iU = Const. 
Die beiden allgemeinen Auflösungen der Aufgabe sind demnach: 


1 THU=SCHW, T-iU= fin) 
mM THU=JI-i), THU=StHiW) 
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Dieses Resultat Js sich auch +0 ausdrücken: Indem die Charakteristik / eine 
beliebige Function bedeutet, hat man den reellen Theil von fle-+iy) für X, 
und den imaginären Theil, mit Weglassung des Faetore i, entweder für Y oder 
für —Y anzunehmen. 

Gebraucht man die Charakterisiken 7. 9 
und setzt 


in der Bedeutung des Art. 7 








Fett Fein) 
wo offenbar $ und 7 reelle Functionen von = und y sein werden, so hat man, 
in der ersten Auflösung, 


AX+iay= G+in)(de+igg) 
ax-idy = G-in)(de—idy) 











und folglich 
aX = Edr—ndy 
ar =ndatzdy 
Macht man nun 
Em oo no. 
ds.cog, dy=ds.sing 





IX 48.006, dY=48.sinG 


so dass ds ein Linearelement in der ersten Ebne, 9 dessen Neigung gegen die 
Abseissenlinie, dS_ das correspondirende Linearelement in der zweiten Eine 
und @ dessen Neigung gegen die Abscissenlinie bedeutet, so geben die obigen 
Gleichungen 


8.00: 6 = 8.ds.o0s(g+7) 
48. sin @ = 0.de.sin (g+7) 





und folglich. wenn man. was erlaubt ist, = als positiv betrachtet, 
d4S=a.dı G=9+7 

Man sieht also (in Vebereinstimmung mit Art. 7), duss 9 das Verhültniss der Ver- 

grösserung des Elements ds in der Darstellung dS_ vorstellt, und, wie gehörig, 


von g unabhängig ist; und eben so zeigt die Unabhängigkeit des Winkels y von 
9. dass alle von einem Punkte ausgehende Linearelemente in der ersten Ebne 
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durch Elemente in der zweiten Ebne dargestellt werden, die unter sich und, wie 
wir hinzufügen können, in demselben Sinn, dieselben Winkel bilden, wie jene, 

Wählt man für „feine lincurische Function. so dass fo = A+Bs, wo 
die eonstanten Coßfieionten von der Form sind 












Azatbi, Bectei 
0 wird 

also 3= Vlecten, y= Aretang! 

Das Vergeösserungwerhiältniss is folglich in allen Punkten constant, und die 





Darstellung dem Dargestellten durchaus Ahnlich, 
Für jede andere Function f wird {wie man leicht beweisen kann) das Ver- 
grösserungsverhältniss nicht constant sein, und die Achnlichkeit also nur in den 
kleinsten Theilen Statt finden können. 
Sind die Plätze, welche einer bestimmten Anzahl von gegebnen Punkten der 
rsten Ebne iu der Darstellung entsprechen sollen, vorgeschrieben. so k 













Ah der gemeinen Tnterpolationsmethode die einfachste algebrais 
netion f' wodurch diese Bedingung erfüllt wird, Bezeichnet man nen 
lich die Werthe von «-+iy für die gegebnen Punkte durch a. de n.s.w., und 


die correspondirenden Werthe von N-+iY durch 4,B,C u.s.w., so wird man 
EZ ff 
Arne Pte 


setzen müssen, welches eine algebraische Function von u ist, deren Ordnung um 











:.C+ etc, 





eine Einheit kleiner ist, als die Anzuhl der vorgegebnen Punkte. Für zwei Punkte, 
wo die Funetion Inearisch wird, findet folglich vollkommene Achnlichkeit Statt 
Man kann von diesem Verfahren in der Geodlisie eine nützliche Anwendung 


auf mittel fündete Karte, die im kleinen 





machen . um ci 
Detail gut, abeı & bessere zu verwandeln, 
wenn man die richtige Lage en kenut. Es versteht sich 
jedoch, dnss man bei einer solchen Umformung nicht viel über die Gegend hin- 
ausgehen darf, welche letztere Punkte umfasse « 

1x auf dieselbe Art durchführt, so findet man, 





ige Messungen gegn 





fm Ganzen etwas verzerrt ist, in 











ier Anzahl von Pui 








Wenn man die zweite Auflös 
dass der ganze Unterschied nur darin besicht, dass die Achnlichkeit eine ver- 
kehrte ist, in der Darstellung zwar eben so grosse Winkel 
mit einander machen, wie im Dargestellten, aber in verkehrtem Sinn, so duss 

En 








indem alle Elemente 
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dort rechts liegt, was hier links ist, Dieser Unterschied ist aber kein wescntli- 
her, und verschwindet, wenn man in der einen Ebne diejenige Seite, weiche 
‚man vorher als obere betrachtete, zur unten macht: Diese letztre Bemerkung 
isst sich übrigens allemal in Anwendung bringen, wenn die eine der beiden Fl 
chen eine Ebne ist, daher wir in den folgenden Beispielen dieser Art uns bloss. 
auf die erste Auflösung beschränken können. 


%. 

Wir wollen nun (als zweites Beispiel) die Darstellung der Fläche eines 
geraden Kegels in der Ebne betrachten. Als Gleichung der erstern nehmen 
wiran 


zatyy—kker = 0 
wo wir ferner 
y=ktsinu 


ktcosu 











und wie vorhin Y=T, Y= U, Z=0 setzen. 
Die Difforentinlgleichung 


(kk+1)dr +Akttdut = 0 





gibt hier die beiden Integrale 


log Const. 





Wir haben demnach die Auflösung 





di. cs wird, ind 





u f eine willkürliche Function bedeutet, für X der reelle 
Theil von 


RloScH Ve 


und für Y der imaginäre, nach Woglassung des Factors i, angenommen. 
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Setzt man für f z.B. eine Exponentialgrösse, nemlich 
p=he 


wo A constant ist und € die Basis der hyperbolischen Logarithmen bedeutet, so 
hat man die einfachste Darstellung 


Ya hteiny gli u 





Die Anwendung der Formeln des 7. Art. gibt hier 


n=(kkti)en N 








ei, 


Blog 


und, da = gu- 





folglich 





also constant. Nacht man also noch 
k=yikktı) 


so wird die Darstellung eine vollkommne Abwicklung. 


ıo, 
Es sei drittens dio Kugelfläche, deren Halbmesser 
zustellen. Wir setzen hier 





a, in der Ehne dar- 


asint.. 








wodurch wir erhalten 

o=aasinWdrtaadu 

Die Diferentialformel » = 0 gibt folglich 
wer 





und deren Integration 
a topilogcotang u = Const. 
ar 
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Ex wird daher, wenn wir wiederum durch die Charakteristi 





F eine will- 


Kürliche Funktion andeuten, X dem reellen und # 7° dem imaginären Theile von 


FÜtH-ilogcota 








a) 


gleich gesctzt werden müssen. Wir woll 
meinen Auflösung anführen. 
f eine inekre Function, indem man fo — ku setzt, so wird 


Paar specielle Fülle dieser allge- 








Wählt man 


Xekt,' Y= 





klogeotang}w 









's, wein man # die geographische Länge, 90° u 


bar mit Mencarons Projection einerlei. Für das 





Nimmt mau für f eine imaginäre Esponentinlfunction, und zwar zuerst die 
einfachste fa — ke, so wird 


orten ti 


Fit+ilogeotang {u) — kı — ktang }w[cost4-isine) 


und 





tangguw.cost, Y— kangtu.sint 








welches, wie man leicht sieht, die stereographische Polarprojection ist. 
Setzt mau allgemeiner ‚fu = ke’, so wird 





ang HP .cosht, klang gb sinar 
Für das Vergrösserungsverhältniss erhalten wir hier 


und hieraus 








Mau sicht, dass hier die Darstellung aller Punkte. für welche u constant 


Einen Kreis, und die Darstellung aller Punkte, für welehe ? constant ist, 








in Eine gerade Linie illt, wie auch. dass die allen verschiedenen Werthen von 
w angehörigen Kreise concentrisch sind. Dies gibt eine schr zweel 
ein Theil der Kugelfli 
dann am besten, k so zu wählen, dass das Vergeösserungsverhältniss 





ige Kar- 





tenprojeetion, weı che darzustellen ist, und m 
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äussersten Werthe von w gleich gross wird, wodurch es gegen die Mitte zu 
kleinsten Werth e 
so wird man den 





lt. Sind diese Aussersten Werthe von u diese u" und w, 
ach setzen müssen: 








Vogler 
= gung ging 








Die Blätter von Herm Professor Hanpıxcs Sternkarten Nr. 10—26 sind nach 


dieser Projection gezeichnet. 


In 
‚eine Auflösung für das im vorhergehenden Artikel be- 
handelte Beispiel noch in einer andern Form aufstellen, die wir ihrer Eleganz we- 
‚gen hier noch beifügen zu müssen glauben. 


In Folge dos im 6. Art. Vorgetragenen wird, da 


Mau kann die all 





tang$u(eost-+isin?) 
eine Function von 
+ ilogeotang du 
ist, und 





ang du (eostisinn) = Mare in zei 
die allgemeine Aufösung auch durch 


XKtirafiti, X 


“+ 





rer: 
dargestellt werden können, di. X muss dem reellen und #Y dem imaginäreı 
Theil von [25 gleich gesetzt werden, indeım feine willkürliche Function be- 
zeichnet, Anstatt [22 kann man, wie man leicht sieht, auch eine will- 


Knrliche Funetion von EEE nehmen 











"2 
Wir wollen viertens die Darstellung der Oberfläche des Rovolutions-Ellip- 
soids in der Ebne betrachten. Es seien a und 5 dio beiden hallen Hauptaxen 





des Ellipsoids, so dass, 





acostsinu 
in sinn 





wu 


= beosu 


206 AunoEnsE Aurtäbsuna DER AurOanı: 
gesetzt werden kann. Hier wird also 
asinu’df+ (nacosu’+bbsinw)du' 








und die Differentialformel » = 0 gibt, wenn wir Kürze halber ylı —& 
setzen (insofern die Revolutionshalbaxe b<<a), 
0 = arFidu.ylootang+1—2e) 
Setzt man hier 





V—ee).tangu = tangw 


wo, bei der Anwendung auf das Erdsphäroid, 90° die geographische Breite 
und t die Länge vorstellen wird, so verwandelt sich diese Gleichung in 





deren Integration 





ein, 
Fe). 


Const. = 





og. Jeotang +r.{ 


gibt. Man hat daher, indem f eine willkürliche Function bedeutet, für X den 
reellen und für iY_ den imaginären Theil von 





FH log jeotang u. SE) B 





u nehmen. — Wählt man für f eine ineire Function, d. i. fo — ku, so wird 


X=kt, Y= Klogeotang jw— $hslog!ticr 
analoge Projection giht. 
imaginäre Exponentialfunction fu — ke”, 


welches eine der Macxronsch 











mmt man hingegen für f 
so wird 
N ketang ga. FEED ost, 7 ktangul, LEEREN sinne 





welches, wenn man % — 1 setzt, eine der stereographischen Polarprojeetion ana-, 
loge, und allgemein, eine zur Darstellung eines Theils der Erdoboriläche, inso- 
fern man auf die Abplattung Rücksicht nehmen soll, sehr zweckmässige Pro- 











‚jection gi 
Was über den andern Fall, wo 5>a ist, zu sagen ist, Hisst sich zwar 
nmittelbar ableiten, wo, wenn man dieselben 





leicht aus dem vorhergehenden 
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Bezeichnungen beibehält, e imäginär, aber (1+4**)* doch wieder reell wird. 
Der Vollständigkeit wegen wollen wir jedoch die Formeln für diesen Fall noch 
besonders beifügen, und gleich Anfangs Y}J—1)= 7 setzen. Man hat dann 


w durch die Gleichung 
Vetnn) tangu 





zu bestimmen, und die Differentialgleichung 





drFidw 





wird das Integral 





Const. = t-bi(logeotang +w-+n Arctang.cosw) 
geben, so dass X für den reollen und #Y für den imaginiren Theil von 
FÜtH-logeotang} w-+nAretang.ncosn)) 


wird genommen werden müssen. Die Gegenstücke der beiden obigen speciellen 
‚Anwendungen ergeben sich hieraus von selbst. Nach der erstern wird 


x 





kt, Y = klogcotang 4-+nArctang.ncosıw 


‚nach der andern 


X = ktanggu\,e PAretne-nomme caare 
Y = ktang gu? Artnr und 





gesetzt werden müssen. 


15. 

Als letztes Beispiel wollen wir die allgemeine Darstellung der Oberfüche 
des Umdrehungs-Ellipsoids auf der Kugeliliche betrachten. Für jenes wollen wir 
(die Bezeichnungen des vorhergehenden Artikels beibehalten. den Halbmesser der 
Kugelfliche = A. und 





X= Acos Tein U 
Asin Tein U 
Acos U 
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setzen: Wenn man hier die allgemeine Auflösung des 5. Artikels zur Auwen- 


dung bringt, so findet man, dass, indem f eine willkürliche Funetion bedeutet, 





T dem reellen und slogeotang 4 U dem imaginären Theile von 


Fli4ilogfeot 


ee 





gleich gesetzt werden muss‘) 
Die einfachste Auflösung wird s 





‚fe = u zu setzen, wodurch 


T=t wg = tangrw.( 





wird. Dies bietet eine für die höhere Geodäsie überaus brauchbare Transformation 
es und nur kurz andeuten 





dar, von welcher Bonutzung wir jedoch hier nur einig 
können. Wenn nemlich auf der Oberfläche des Ellipsoids und der Kugel dicje- 
nigen Punkte als oinander correspondirend angeschen werden, die einerlei Länge 
‚aben, und deren Breiten resp. 90°. 00° U, vermöge der angeführten Glei- 
chung zusammenhangen, so ent sten von, verhältnissnässig. klei- 
nen Dreiecken (und das werden diejenigen immer sein. Mes- 
sung dienen können), die auf der Oberfläche des Sphäroids durch kürzeste Linien 
gebildet werden, auf der Kugelfliche ein System von Dreiccken, deren Winkel 
den corzespondirenden auf dem Sphüroid genau gleich sind, und deren Seiten von 
grössten Kreisbagen so wenig abweichen, dass sie in den meisten Fällen, wo nicht 












ur wirklich 





die alleräussorste Schärfe verlangt wird, als damit zusammenfallend betrachtet 
worden können, so wie auch da, wo die grösste Genauigkeit gefordert wird, die 
vom grössten Kreise leicht mit aller nöthigen Schärfe durch einfache 
;jstem, nachdem manı 
liche gehörig Abertruj 


Abweichun; 








Formeln sich berechnen lässt. Man kanı daher das ganze 


Dreiccksseite auf die Kı als 





auerst ei en hat, ganz »o, 





wenn es auf dieser selbst läge, vermittelst der Winkel berechnen. nöthigenfalls 
mit der eben angedeuteten’ Modification, für alle Punkte des Systems die Werthe 
m Werthe 


Hal 





yon Tund U bestimmen, und von le 





tern auf die correspondiren 





von» (am einfachsten vermittelst einor äusserst leicht zu eonstruirend. 





tafel) zurückgehen. 

2) Wir übergehen hier des die weite Aufimung den 3. Anikch, die ich von der obigen nur 
eh Verauschung von —T gegen + 7 unterscheiden und einer verkehrten Duntelung entsprechen 
(würds, His den Hal eines lnglichen Klimite, demen Lchandlung mach dem. war Im voizen Art. 





vorgekommen, rich au der der ageplateten von sche eg 
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Insofern ein Dreiecksnetz sich doch immer nur über einen schr mässigen 
Theil der Erdoberfläche erstreckt, lässt sich der erwähnte Zweck noch vollkomm- 
ner erreichen, wenn man die allgemeine Auflösung noch etwas generalisirt, und 
nicht fo=v, sondern fo = u+-Const. annimmt. Offenbar würde hiedurch 
gar nichts gewonnen, wenn man dieser Constante einen recllen Worth beilegte, 
weil dadurch lediglich 7’ und f um diese Constant verschieden, also nur die 
Anfangspunkte der Längen ungleich werden würden. Allein ganz anders verhält 
essich, wenn man der Constante einen imaginären Werth beilegt. Setzt man 
dieselbe = —ilogk, so wird 


T 








fang; U — ktang jw.(eEtsnejte 





Um hier über den zweckmässigsten Werth von & entscheiden zu können, 
müssen wir vor allen Dingen das Vorgrösserungsverhältniss bestimmen. 
Es wird hier, in den Zeichen des 5. und 7. Artikels 








Au—eementth 
Be Te an Aha FT Fe 











ıs also bloss von der Breite abhängt. Die möglich geringste 
Abweichung von vollkommner Achnlichkeit erhält man, wenn man & so bestimmt, 
dass m für die äussersten Breiten gleich grosse Werthe erhält, wodurch von selbst 
m bei der mitilern Breite seinem grössten oder kleinsten Werthe sehr nahe sein 
wird. Bezeichnet man die Aussersten Werthe von w durch w* und ı, so erhält 
man auf diese Weise 


7 
Mm ee 


Um zu erfahren, bei welcher Breite m seinen grössten oder kleinsten Werth er- 
halt, haben wir 





toten _ onetimcnen 





En 
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und hieraus 





ee enuane. (006 U- con) 

Hieraus erhellt, dass m da seinen grössten oder kleinsten Werth erhält, wo 
U=w wird; bezeichnet man den Werth von w an dieser Stelle durch W, 
66 wird 











dr 
woraus man bestimmen kann, wenn & nach der obigen Formel berechnet 
ist. Für die Ausübung wird inzwischen auf die ganz genauo Gleichheit der 
Werthe von m an den Aussersten Breiten wenig ankommen, und man kann sich 
begnügen, für 90°— I ungefähr die mittlere Breite zu wählen, und daraus & 
abzuleiten. Den allgemeinen Zusammenhang zwischen U und w gibt dann die 
Formel 





ng U = nahe rasen 
Zur wirklichen numerischen Berechnung ist es jedoch vortheilhafter, Reihen an- 
zuwenden, denen man verschiedene Formen geben kann, bei deren Entwicklung 
wir uns aber hier nicht aufhalten. 

Da man übrigens leicht sicht, dass für w<W, U>w, also cos U—cosıw 
und mithin auch $” negativ; und für «>W, U<w, mithin $ positiv wird, 
so ist klar, dass für = U W der Werth von m allemal ein Minimum wird, 
und zwar 





(1—eecos W*) 





Wählt man also den Halbmessor der Kugel A = yu—gTorgm: #0 st die Dar- 
stellung unendlich kleiner Theile des Ellipsoids bei'der Breite 90°— W dem Ur- 
bilde nicht bloss Ahulich, sondern gleich, bei andern Breiten aber grösser. 

Man kann den Logarithmen von m mit Vortheil in eine nach den Poten- 
zen von cos U—cosW fortlaufende Reihe entwickeln, deren erste für die Aus- 
&bung zureichende Glieder diese sind 





DIE TIL EINER GBGERNEN VICE AUF EINER ANDERN ABzUNILDEN rc. DIL 





log [#y (1 —eeoos WP)} + 30%". (cos U cos It 
(os U c0 W}i.... 


loghyp.n = 








He) 

Wenn also z.B. die Dänische Monarchie innerhalb der Grenzen der Breite 
53° und 58° auf diese Weise auf die Kugelfläche übertragen und 7 = 34°30° 
gesetzt wird, so wird bei der Abplattung dr die Darstellung an den Grenzen, 
lincarisch gerechnet, nur um ws'rss vergrönert. 

Wir müssen uns hier damit begnügen, nur eine kurze Andeutung von ei- 
‚ner Benutzungsart des Uebertragens der Figuren in der höhern Geodäsie gegeben 
zu haben, und eine angemessenere Ausführung für einen andern Ort versparen. 


" 

Es bleibt uns noch übrig, einen in unsrer allgemeinen Auflösung vorkom- 
menden Umstand hier etwas ausführlicher zu betrachten. Wir habon im 5. Ar- 
ikel gezeigt, dass allemal zwei Auflösungen statt finden, indem entweder P-+iQ 
einer Function von p-Hig, und P—-iQ einor Function von p—ig gleich wor- 
den muss; oder P-+-iQ einer Function von p—ig. und P--iQ einer Function 
von p-+ig. Wir wollen nun nach zeigen, dass allemal bei der einen Auflösung 
die Theile in der Darstellung zugleich eine ähnliche Lage haben, wie im Darge- 
stellten; bei der andern Auflösung hingegen verkehrt liegen; zugleich wollen wir 
dasCriterium angeben, nach welchem dieses a priori unterschieden werden kann. 

Zurörderst bemerken wir, dass von vollkommner oder verkehrter Achnlich- 
keit nur insofern die Rede sein kann, als an jeder der beiden Flächen zwei Seiten 
unterschieden werden, woron die eine als die obere, die andere als die untere, 
betrachtet wird. Da dieses an sich etwas willkürliches ist, so sind beide Aufö- 
sungen gar nicht wesentlich verschieden, und eine verkehrte Achnlichkeit wird 
zur vollkommnen, sobald man bei der einen Fläche die vorher als obere betrach- 
tete Seite zur untern macht, Bei unsrer Auflösung konnte daher diese Unterschei- 
dung gar nicht vorkommen, da die Flächen bloss durch die‘ Coordinaten ihrer 
Punkte bestimmt wurden. Will man auf diesen Unterschied eingehen, so muss 
zuvor die Natur der Flächen auf eine andere Art festgelegt werden, welche ihn 
mit in sich fasst. Zu diesem Zweck wollen wir annchmen, dass die Natur der er- 
sten Fläche durch die Gleichung $= 0 bestimmt werde, wo $ eine gegebne 
einförmige Function von 2,9, = ist. In allen Punkten der Fläche wird also dor 

a5* 
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Werth von verschwinden, und in allen Punkten des Raumes, welche dor Fläche 
nicht angehören, wird er nicht verschwinden. Bei einem Durchgango durch die 
Fläche wird also, wenigstens allgemein zu reden, der Werth von 4 aus dem Po- 
sitiven ins Negative, bei dem entgegengesetzten aus dem Negativen ins Positive 
übergehen, oder auf der einen Seite der Fläche wird der Werth von % positiv, 
auf der andern negativ sein: die erstere wollen wir als die obere, die andere als 
&i® untere betrachten. Ganz eben s0 soll es bei der zweiten Fläche gehalten wer 
den, indem ihre Natur durch die Gleichung Y = 0. bestimmt wird, wo W eine 
gegebne cinförmige Function der Coordinaten X, Y, Zist. Es gebo ferner die 
Diferentiation j 


dy eds +gdy +Ade 
av EAX+GaY-+Haz 





wo e,9. 4 Functionen von xy, und E, 6,7 Functionen von X, Y,Z 
sein werden. 

Da die Betrachtungen, durch welche wir zu dem vorgesetzten Zicle gelan- 
gen müssen, obwohl an sich nicht schwierig, doch etwas ungewöhnlicher Art sind, 
so wollen wir uns bemühen, ihnen die grösste Klarheit zu geben. Wir wollen. 
zwischen den beiden einander entsprechenden Darstellungen auf den Flächen, 
deren Gleichungen 4 = 0 und 7=0 sind, sechs Zwischen-Darstellungen in 
der Ebne annehmen, so dass acht verschiedene Darstellungen in Betracht kom- 
men, nemlich 








2° Darstellung in der Ebne 








8° Abbildung in der Fläche, deren Gleichung W 


Wir wollen nun diese verschiednen Darstellungen unter einander lediglich 
in Beziehung auf die gegenseitige Lage der unendlich kleinen Linearelemente ver- 
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gleichen, indem wir das Grössenverhältniss ganz bei Seite setzen; als ähnlichlie- 
gend werden also zwei Darstellungen betrachtet, wenn von zwei aus Einem 
Punkte ausgehenden Lincarelementen dem in der einen Darstellung rechts liegen- 
den auch in der andern das rechts liegende entspricht; im entgegengesetzten Falle 
werden sie verkehrtliegende heissen. Bei der Ebne, von Nro. 2—7 wird immer 
dio Seite, wo die positiven Werthe der dritten Coordinate liogen, als die obere 
betrachtet; bei der ersten und letzten Fläche hingegen ist die Unterscheidung der 
bern und untern Seite bloss von dem positiven oder negativen Worthe von 
4 und Y abhängig, wie schon oben festgesetzt ist, 

Hier ist nun zuvörderst klar, dass für jede Stelle der ersten Fläche, wo 
man bei ungeändertem 2 und y_durch ein positives Inerement von z auf deren 
obere Seite kommt, die Darstellung in 2 mit der in 1 ähnlichliegend sein wird; 
dies wird also offenbar überall zutreffen, wo A positiv ist; und das Gegentheil 
wird bei einem negativen A eintreten, wo die Darstellungen verkehrt liegend sein. 
werden. 

Auf dieselbe Weise werden die Darstellungen in 7 und 8 ähnlich liegend 
oder verkehrt liegend sein, jenachdem 77 positiv oder negativ ist. 

Urn die Darstellungen in 2 und 3 unter sich zu vergleichen, sei in der er- 
stern ds die Länge einer unendlich kleinen Linie von dem Punkte, dessen Coor- 
dinaten &,9, zu einem andern, dessen Coordinaten =-+da, y+dy sind, und 
1 dessen Neigung gegen die Abscissenlinie wachsend in dem Sinn, in welchem 
man von der Axe der # zu der Axc der y übergeht, also, 











dr—ds.cosl, dy—ds.sint 


In der Darstellung 3 sei ds die Grösse dor Linie, welche der ds entspricht, und 
ihre Neigung zur Abscissenlinie, wie vorhin verstanden, A, so dass 


‘ ar a 








18.008%, du = de. 
Man hat also, in den Bezeichnungen des 4. Artikels 


dofacosı Hain?) 
da(beosA+Ysin?) 


ds.cos, 
ds.sin. 





folglich ER 
Gang = Baar 
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Betrachtet man nun = und y als constant, und /,% als veränderlich, so gibt 
die Differentiation 
a Pan Be) 
Ei a = be). 
Man sicht also, dass jenachdem a#—ba’ positiv oder negativ ist, J und A im- 
mer zugleich wachsen, oder sich entgegengesetzt Andern, und also im erstern 
Fall die Darstellungen 2 und 3 ähnlich liegend, im andern verkehrt liegend sind. 
Aus der Verbindung dieses Resultats mit dem vorhingefundenen ergibt sich 
dass die Darstellungen in 1 und 3 ähnlich liegend oder verkehrt liegend sind, je 
nachdem *F72*" positiv oder negativ ist. 
Da auf der Fläche, deren Gleichung $ — 0 ist, 


edz-tgäy--ädr 











o 
also auch 





la+gb+Adt+led+gV-+he)du — 


wird, wie auch immer das Verhältnis von d# und. du gewählt wird, so muss 
offenbar identisch 


eatgb+he 





v 





. ed+gl+h 
werden, woraus folgt, dass e.9, A resp. den Grössen bE—cb, ca—ac, ab—ba‘ 
proportional sind, also 


wear 





Man kann also, welchen dieser drei Ausdrücke man will, oder wenn man mit 
der ihrer Natur nach positiven Grösse ee-#99-+ hd multiplieit, die sich erge- 
bende symmetrische Grösse. 
ebe-+ged+ hab—ech—gac—hba‘ ö 

als Criterium der ühnlichen oder verkehrten Lage der Theile in den Darstellun- 
gen 1 und 3 anwenden. 

Ganz eben so wird ähnliche oder verkehrte Lage der Theile in den Darstel- 
lungen 6 und 8 von dem positiven oder negativen Werthe der Grösse 


EL=AC _ Anna 
gazae' _ ABnaE 





ze cw 





DIN TREE EINER GROKANEN VLÄCHE AU EDIER ANDERS ABmUnILDEN erc. DIE 
oder wenn man licber will, der symmetrischen 
BBC+GC4+HAB—ECB— GAC-HBA 
abhangen. 
Die Vergleichung dor Darstellungen in 3 und 4 beruhet auf ganz ühnlichen 


Gründen, wie die von 2 und 3, und die ähnliche oder verkehrte Lage der Theile 
hängt von dem positiven oder negativen Zeichen der Grösse 


en. en. 
ab; und eben so bestimmt das positive oder negative Zeichen von 
FEANFT NET ART 
Gr o)—an)-(ar) 
die ähnliche oder verkehrte Lage der Theile in den Darstellungen 5 und 6. 
Was ondlich die Vergleichung der Darstellungen 4 und 5 unter sich be- 
trifft, so können wir uns auf die Analyse des 8. Artikels bezichen, aus welcher 


erhellet, dass jene in den kleinsten Theilen ähnlich, oder verkehrt liegend sind, 
je nachdem man die erste oder zweite Auflösung gewählt, d.i. entweder 


PHQ=fip+tig ud P-iQ=fbp-ig) 





ud P-iQ=fip+ig 





;em allen ziehen wir nunmehro den Schluss, dass man, wenn die 
Darstellung auf der Fläche, deren Gleichung Y= 0 ist, dem Urbilde auf der 
Fläche, deren Gleichung $ = 0 ist, in den kleinsten Theilen nicht bloss ähn- 
lich, sondern auch ähnlich liegend sein soll, auf die Anzahl der negativen Grössen, 
welche unter diesen vier Grössen vorkommen, 


er D- - 
Rücksicht nehmen muss; ist gar keine oder eine gerade Anzahl darunter, so wird 
die erste; ist eine oder drei negative unter ihnen, so wird die zweite Auflösung 


gewählt werden müssen. Bei entgegengesetzter Wahl findet allemal eine ver- 
kehrte Achnlichkeit Statt. 





Pr} 
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Vebrigens lässt sich noch zeigen, dass, wenn obige vier Grössen resp. mit. 
S,R bezeichnet werden, allemal 


F AN _ 4, BÜBELGOHEM _ HN 











wird, n und N in der Bedeutung des 5. Art. genommen; wir übergehen jedoch 


hier den nicht schwer zu findenden Boweis dieses Theorems, da dieses für un- 


sern Zweck nicht weiter nöthig ist. 





[Rendienerkungen in Gacun Handeronplr 
[An 10 neben der Itten Gleichung zür Beslimmang von 3] oder & 
der Minimalmerth (es Vergröserungrerhälniuen) Sat finden ll, 
TA. 12 neben der Olehung, darch welch ker im Abiruck die Grüse w eingeht wird] Das Zei 
(en «= is gegen melne Absicht im Druck gebuchten nlke w« win. 





sr, wen fr 
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DISQUISFTIONES OENERALES 
CIRCA SUPERFICIES CURVAS. 


1 

Disquisitiones, in quibus de directionibus varierum rectarum in spatio agi- 
tur, plerumgue ad maius perspicuitatis et simplicitatis fastigium evehuntur, in 
auxilium vocando superfiiiem sphaericam radio — 1 circa centrum arbitrarium 
descriptam, culus singula puncta repracsontare censobuntur direotiones rectarum 
radiis ad illa terminatis parallelarum. Dum situs omnium punctorum in spatio 
Por tres coordinatas determinatur, puta per distantias a tribus planis fixis inter 
so normalibus, ante omnia considerandao yoniunt directiones axium hie planis 
‚normalium: puncta superficiei sphaericae, quac has directiones repraesentant, per 
(1). (2). (9) denotabimus; mutua igitur horum distantia erit quadrans. Ceterum 
axium directiones versus eas Partes acceptas supponemus, versus quas coordina- 
tue respondentes crescunt. 














Haud inutile erit, quasdam propositiones, quae in hul 
bus usum frequentem oferunt, hie in conspectum producere. 

1. Angulus inter duns rectas se socantes mensuratur per arcum inter puneta, 
que in superficie sphaerica ilarum directionibus rospondent. 

MI. Situs culuslibet plani repraesentari potest per eirculum maximum in 
superficie sphaerica, cuius planum ill est parallelum. 





‚smodi quacstioni 


a0“ 
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11. Angulus inter duo plana acqualis est angulo sphaerico inter eirculos 


05 illa repracsentantes, et proin etiam per arcum inter horum eirculorum 





maximorum polos interceptum mensuratur. Et porinde inclinatio rectae ad pla- 
‚num mensuratur per arcum, a puncto, quod respondet directioni rectne. ad eir- 
culum maximum, qui plani situm repraesentat, normaliter ductum. 

IV. Denotantibus 2, y. 2; #,y. = coordinatas duoram punctorum, r eo- 
rundem distantiam. atque Z, punetum, quod in superficie sphaerica repraesen- 
tat directionem rectae a puncto priore ad posterius ductae, erit 





F=24tros(i)Z, 





y+reos@)L, #=e+roß)L 
V. Hine faeile sequitur, haberi generaliter 

eos{1) Z4-eos(2) Z’+c0s() 1} 

ec non, denotante Z/ quodcunque aljud punctum superficiei sphacricae, esse 
cos{1)Z.cos{1)E’4+-cos(2) Z.cos (2) + cos(8) Z.cos{3)E = cs LI 





VI. Tuzonzua. Denotantibus L, L, I’ L” quatuor puncta in superfie 
sphaerae, atque A angulum, quem arcus IL, IL” in puncto concursus sui for- 
mant, erit 

sLI/.cs EL’ cos LE”.cos EL” = sin LL.sin UL”.cosA 


Dem. Denotet litera A insuper punetum concursus ipsum, statunturque 
AL=t, AU=t, Aut, AU=et 
Habemus itaque: 








esLL’ = eosteost" +eintsint’cosd 
EL” — costoosr”+sinraint"cosa 

cos teost"+-sintsint”cosd 
EL" = costoost" +sintsint’cosA 





et proin 
LE. EL" wLL”.cosLL" 

= cos Aeostoost"sinf'sin "-+-cos'cost”sinteins“ 

—eostconf’sin sin?" — cosf’eost"eintsin?”) 


08 A (cos tsin — sin teos') (os"sin #"— sin 1”cost”) 






onA.sin len) 
eos. sin. sin UL” 
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Ceteram quum inde a puncto A bini rami utriasquo cireuli maximi profiiscan- 
tur, duo quidem ibi anguli formantur, quorum alter alterius complementum ad 
150°; sed analysis nostra monstrat, cos ramos adoptandos esse, quorum direetio- 
nes cum sensu progressionis a puncto Z ad Z/, eLa puncto Z" ad L” consen- 
tiunt: quibus intellectis simul patet, quum eirculi maximi duobus punctis con- 
urrant, arbitrarium esse, utrum eligatur. Loco anguli A etiam arcus inter po- 
1os cireulorum maximerum, quorum partes sunt arcus ZZ, Z7Z”, adhiberi pot- 
est: manifesto autem polos tales aceipere oportet, qui respectu horum arcuum si- 
militer iacent, puta vel uterque polus ad dextram iacens, dum a Z, versus Z/ 
atque ab 7 versus L” procedimus, vel uterque ad lacram. 

VIL. Sint 1, L,L7 tria puncta in superficie sphaerica, statuamusque bre- 
vitatis caussa 















. Ey, woslo)Z” 
nee non 

ayetystayr—ayr—aye- =& 
Designet A polum eircali maximi, culus pars est arcus ZZ, et quidem eum, qui 
respectu hulus arcus similiter iacet, ac punetum (1) respectu arcus (2)(3). Tune 
erit, ‚ex theoremate praecedente, yz—y/s = ooo(1)A.sin(2)(9).sinZ, sive, 
propter (2)(3) = 00%, 










es{1).sinZL, et perinde 
os(2).sin LE 
os(o)A.sin LE 


Multiplicando has uequationes resp. per 27,97, # et addendo, obtinemus adiu- 
mento theorematis secundi in Y prolati 


a = cwAl.sinLE 
lam tres casus sunt distinguendi. Prime, quotics L” iacet in eodem circulo 
maximo, cuius pars est arcus LZ, erit AL’ = 90%, adeoque A= 0. Quoties 


vero L? incet extra circulum illum maximum, aderit casus secundus, si est ab cn- 
dem parte, a qua est A, fertius, si ab opposita: in his ensibus puneta Z, ZZ’ 
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formabunt tringulum sphaerieum, et quidem incobunt in casu secundo eodem 
ordine quo puncta (1), (2) (9). in casu tertio vero ordine opposito. Denotando 
angulos ilius trianguli simpliciter per Z, Z/, Z7, atque perpendiculum in super- 
ficie sphaerica a puncto L’ ad latus ZZ’ ductum per p, erit 


inZ.sinL’ 








=sinZ.sinL", atque 





sinp= 
valente sign superiori pro casu secundo, inferioi pro tertio. Hine itaque colligimus 
+8 =sinL.sinLE.sin LL’= sin. sin LL. sin DL’ = sinL.sinLL'.sin EL’ 





Ceterum manifesto casus primus in secundo vel tertio comprehendi censeri potest, 
nulloque negotio perspicitur, A exhibere sextuplum soliditatis pyrami 
ter puncta 2, Z, L’ atque centrum sphaerae formatae. Denique hine facillime 
colligitur, eandem expressionem +44 generaliter exprimere soliditatem cuius- 
vis pyramidis inter initium coordinatarum atque puneta quorum coordinatae sunt 
az Kyarı due, contentae. 





3. 

Superficies curva apud punetum A in ipsa situm curvatura continun gaudere 
dieitur, si directiones omnium rectarum ab A ad omnin puncta superficiei ab A 
infinite parım distantia ductarum infnite parum ab uno codemgue plano per A 
transiente deflectuntur: hoc planum superficiem curvam in puncto A tangere di- 
itur. Quodsi huie conditioni in aliquo puncto satisfieri nequit, continuitas cur- 
vaturae hie interrumpitur, uti e.g. evenit in cuspide coni. Disquisitiones prac- 
sentes ad tales superficies curvas, vel ad tales superficiei partes, restringentur, in 
quibus continuitas curvaturae nullibi interrumpitur. Hlic tantummodo observa- 
mus, methodos, quae positioni plani tangentis determinandae inserviunt, pro 
punetis singularibus, in quibus continuitas curvaturae interrumpitur, vim su 
perdere, et ad indeterminata perducere debere. 











1 

Situs plani tangentis commodissime o situ roctne ipsi in puncto A normalis 
(cognoseitur, quae otiam Ipsi superfiiei eurvne normalis dieitur. Directionem hu- 
{us normalis per punetum Z, in superficie sphaerae auxiliaris repraesentabimus, 
atque statuemus 
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o(ı)L=X, w@AL=F, wWL=Z 


oordinatas puneti A per &,y. = denotamus. Sint porro <-+d, y4+-dy, s+dz 
oordinatae alius puncti in superficie curva A; ds ipsius distantia infinite parva 
ab A; denique A punctum superfidiei sphaericae repraosentans direotionem ele- 
menti AA. Erit itague 











de =ds.cos{t)k, dy=ds.cos(2)A, de = ds.cosfa)k 
et, quum esse debeat AZ, = 90°, 
Keos{t)R+ Yeos{2)R+Zeos(air = 0 
B combinatione harum aequationum derivamus 
Kat Fly+Zds= 





Dune habentur methodi generales ad exhibendam indolem superficiei cur- 
vae. Mothodus prima utitur aequntione inter coordinatas 2, 9,2, quam reduetam 
sse supponemus ad formam W= 0, ubi W_erit functio indeterminatarum 
29,2. Sit differentiale completum fünetionis W 
dW = Pda-+ Qdy+Räz 
eritque in suporfcie curra 
Pär+Qdy-+Rdz 








et proin 
Peos{1)A-+Qeos(2)R-+Reos{a)A = 0 

Quum hacc acquatio, perinde ut ea quam supra stabilivimus, valere debeat pro 

directionibus omnium elementerum ds in superficie curva, facile perspicio- 

mus, X, Y, Z_proportionales osse debero ipsis P, Q,.R ot proin, quum fiat 


XX+YY+ZZ=1 
erit vol 





= » 
= merraarem 7 
vel 


-2 -a _R 
X=wrraaram: Y=yerraaram 2= NmrrGarEN 
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Methodus secunda sistit coordinatas in forma functionum duarum variabi- 
Yium p. q. Supponamus per differentiationem harum functionum prodire 
adp-tadg 

bap+udg 

dp+edg 









quibus valoribus in formula supra data substitutis, obtinemus. 


+HbY + eZ)dp+(@X+EY+eZ)dg = 0 





(a 





Quum hacc aequatio locum habere debeat independenter a valoribus differentis 
lim dp, dy, manifesto esse debebit 


aX+Y+cZ=0, dX+UY+eZ 








unde oolligimus, X, Y, Z proportionales esse debere quantitatibus 





be=eb, edac, aba 
Statuendo itaque brevitatis eaussa 


Be-eby’+(ea—ac Hate) =& 


sel 





His duabus methodis generalibus accedit fertia, ubi una coordinatarum, 
&.g. 5 exhibetur in forma funclionis religuarum 2,9: hace meihodus manifeste 
il aliud est, nisi casus speeialis vel methodi priinac, vel secundae. Quodsi 












hie statuitur 





tdr-udy 
erit vel 


x v “ 


Ka 





ch 





er: @ 





Kuzzer) 
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5 

Dune solutiones in art. prace. inventae manifesto ad puncta superficiei 
sphaericae opposita, sive ad directiones oppositas referuntur, quod cum rei natura, 
Quadrat, quum normalem ad utramvis plagam superficiei currae ducere licent. 
Quodsi duns plagas, superficiei contiguns, inter se distinguere, alteramque exte- 
viorem alteram interiorem vocare placet, etiam utrigue normali suam solutionem 
rite tribuere licebit adiumento theorematis in art. 2 (VII) evoluti, simulatque cri- 
terium stabilitum est ad plagam alteram ab altera distinguendam. 

In methodo prima tale eriterium petendum erit a signo valoris quantitatis 
WW.  Scilicet generaliter loguendo süperficies curva cas spatüi partes, in quibus 
W valorem positivum obtinet, ab jis dirimet, in quibus valor ipsius I fit ne- 
gativus. E theoremate ilo voro faeile coligitur, si W_valorem positivum obti- 
neat versus plagam exteriorem, normalisque extrorsum ducta concipiatur, solu- 
onem priorem adoptandam esse. Ceterum in quovis casu facile diiudicabi- 
tur, utrum per superficiem integram eadem regula respectu signi ipsius. 7 va- 
eat, an pro diversis partibus diversae: quamdiu cotffcientes P, Q, R valores 
finitos habent, nee simul omnes tres evaneseunt, lex continuitatis vieissitu 
vetabit. 

Si methodum secundam sequimur, in superficie curva duo systemata linca- 
zum curvarum concipere possumus, alterum. pro quo p est variabili, g con- 
stans; alterum, pro quo g variabilis, p constans 
respectu plagae exterioris docidere debet, utram solutionem adoptare oporteat. 
Seilicet quoties tres lineao, puta ramus linene prioris systematis a puncto A pro- 
ficiscons erescente p, ramus posterioris systematis a puncto A egrediens eresoente 
q. atque normalis versus plagam exteriorem ducta similiter iacent, ut, inde ab. 
origine abseissarum, axes ipsarum =, y,z resp. (e.g. si tum e tribus lineis il- 
is, tum e tribus his, prima sinistrorsum, secunda dextrorsum, tertia sursum 
recta concipi potest), solutio prima adoptari debet; quoties autem situs mutuus 
trium linearum oppositus est situi mutuo axium ipsarum z,y,, solutio secunda 
valebit, 

In method tertia dispiciendum est, utrum, dum = inerementum posi 
aceipit, manentibus x et y invarlatis, transitus fiat versus plagam exteriorem an 
interiorem. In casu priore, pro normali extrorsum directa, solutio prima valot, 
in posteriore secunda. 





ı mutuus harum linearum 











a” 


ne en ee 
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6. 

Sicuti, per translatam directionem normalis in superficiem curvam ad su- 
perficiem sphaorae, euius puncto determinato prioris superfciei respondet punetum 
determinatum in posteriore, jta etiam quaevis linea, vel quaevis figura in illa re- 
pracsentabitur por lincam vel figuram correspondentem in hac. In comparatione 
uaram Ägurarum hoc modo sibi mutuo correspondentium, quarım altera quasi 
imago alterius erit, duo momenta sunt respieienda, alterum, quatenus sola quan- 
itas consideratur, alterum, quatenus abstrahendo a relationibus quantitativis so- 
lum situm contemplamur. 

Momentum primum basis erit quarundam notionum, quas in doctrinam de 
superfi 
yac limitibus deterninatis einctae curvaturam totalem scu integram adscribemus, 
qua per arcamı fguroe ili in superficie sphaerica respondentem exprimetur. Ab 
ha curvatura integra probe distinguenda est curvatura quasi speeifien, quam nos 
mensuram curvaturae vocabimus: hace posterior ad punehum superficiei refertur, et 
denotabit quotientem qui oritur, dum curvatura integra elementi superfi 
puncto adincentis per aream ipsius elementi dividitur, et proin indicat rationem 
arcarum infinite parvarım in superficie curva et in superficie sphaerica sibi mu- 
tno respondentium. Utilitas harum innovationum per ea, quae in posterum a n0- 
bis explieabuntur, abunde, ut speramus, sancietur. Quod vero attinet ad ter- 
minologiam , imprimis prospiciendum esse duximus, ut omnis ambiguitas arcen- 
tur, quapropter haud congruum putavimus, analogiam terminologiae in doctrina. 
de lineis curvis planis vulgo receptam (etsi non omnibus probatam) stricte sequi, 
secundum quam mensura curvaturae simpli 











jebus curvis recipere utile videtur. Scilicet cuilibet parti superficiei eur- 














ter audire debuisset curvaturn, cur- 








vatura integra autem amplitudo. Sed quidni in verbis fa 
modo res non sint inanes. neque dictio interpretationi erronene obnoxik 

Situs #gurae in superficie sphaeriea vel similis esse potest situi figurue 
tespondentis in superficie curva, vel oppositus (inversus); casus prior locum ha- 
bet, ubi binao linene in superficie curva ab eodem puncto directionibus inaequa- 
libus sed non oppositis profieiscentes repraesentantur in superficie sphaeriea per 
lincas similiter iacentes, puta ubi imago lineae ad dextram incentis ipsa est ad 
dextram; easus posterior, ubi contrarium valet. Hos duos casus per signum men- 
surae eurvaturae vel positivum vel negativamı distinguemus. Scd manifesto hacc 
istinetio entenus tantum locum habere potest, quatenus in utraque superfice pla- 


Ies esse liceret, dum- 
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‚gam determinatam eligimus, in qua figura concipi debet: In sphaera auxiliari 
semper plagam exteriorem, a centro aversam, adhibebimus: in superficie eurra 
etiam plaga exterior sive quae tamquam exterior consideratur, adoptari potest, vel 
potius plaga eadem, a qua normalis ereeta coneipitur; manifesto enim respectu 
similitudinis figurarum nihil mutatur, si in superficie curva tum figura ad plagam 
oppositam transfertur, tum normalis, dummodo ipsius imago semper in eadem 
plaga superfieiei sphaerieae depingatur. 

Signum positivum vel negativum,, quod pro situ igurae infinite parvae men- 
surae curvaturac adseribimus, etiam ad curvaturam integram figurae finitae in su- 
perficie curva extendimus. Attamen si argumentum omni generalitate amplecti 
suscipimus, quaedam dilueidationes requiruntur, quas ic breviter tantum atti 
gemus. Quamdiu figura in superfcie curva ita comparata est, ut singulis punctis. 
intra ipsam puneta diversa in superficie sphaerica respondeant, defnitio ulteriore 
explicatione non indiget. Quoties autem conditio ista locum non habe, necesse 
erit, quasdam partes figurae in superficie sphaerica bis vel plurics in computum 
ducere, unde, pro situ simili vel opposito, vel accumulatio vel destructio oriri 
poterit. Simplieissimum erit in tali casu, figuram in superficie curra in partes 
tales divisam coneipere, quae singulae per se spectatae conditioni ii satisfaciant, 
singulis tribuere curvaturam suam Integram, quantitate per arcam figuine in m 
perficie sphaerica respondentis, signo per situm determinatis, ac denique figurae. 
toti adscribere curvaturam integram ortam per additionem curraturarum integra- 
rum, quae singulis partibus respondent. Gieneraliter itaque curvatura integra 
figurae est = [kde, denotante do elementum arcae figurae, k mensuram cur- 
vaturoe in quovis puncto. (Quod vero attinet ad repracsentationem geometricam 
huius integralis, praecipua hulus rei momenta ad sequentia redeunt. Poripherine 
Agurae in superficie cürva (sub restrictione art. 3) sempor respondebit in superf- 
ie sphaerica linea in se ipsam rediens. Quae si se ipsam nullibi intersecat, to- 
tam superfiiem sphaericam in duas partes dirimet, quarum altera respondebit 
fgurae in superficie curva, et culus area, positive vel negative aceipienda, prout 
respectu peripheriae suae similiter jacet ut figura in superficie curva respectu sune, 
vel inverse, exhibebit posterioris curvaturam integram. (Quotics vero linea ista 
se ipsam semel vel pluries secat, exhibebit figuram complicatam, cui tamen area 
erta aeque legitime tribui potest, ac fguris absque nodis, haccque arca, rite i 
tellecta, semper valorem justum curvaturae integrae exhibebit. Attamen uberio- 

a7. 






































228 P DisgtismmIoNes QENERALES 





rem huius angumenti de figuris general 
easionem nobis reservare debemus, 


1 concoptis expositionem ad aliam oc- 


1 
Investigemus ia formulam ad expriniendam mensuram curvaturae pro quo- 





vis puncto superficiei curvac. Denotante da arcam clementi huius äuperfiici, 
Zds erit area proicctionis hulus elementi in planum coordinatarum x.y; et pei- 
inde, si dX est aron elementi rospondentis in superficie sphaerien, erit ZdX aren 
proiectionis ad idem planum: eignum positivum vel negativum ipsius Z vero in- 
im pröiectionis similem vel oppositum situi elementi proiceti: manifesto, 
itaque illae proiectiones eandem rationem quoad quantitatem, simulgue eandem 
relationem quond situm, inter se tenent, ut elementa ipsa. Consideremus jam 
elementum triangulare in superficie curva, supponamusque coordinatas- trium 
punctorum, quas formant ipsius proiectionem. esse 








3 y 
str, yHdy 
a4 Hy 

Duplex area huius trianguli exprimetur per formulam 

da.dy—dy.de 





et quidem in forma positiva vel negativa, prout situs lateris a puncto primo ad 
tertium respectu Iateris a puncto primo ad secundum similis vel oppositus est si- 
tui axis coordinatarum y respectu axis eoordinatarum =. 
Perinde si coordinatae trium punctorum, quac formant proiectionem ele- 
inenti respondentis in superficie sphaerica, a centro sphaerae inchoatae, sunt 
x. Y 
X+aX, Y+ay 
X+5X, Y+öY 


duplex area huius proiectionis exprimetur per 
ax.öY-dY.öx 


de cuius expressionis signo endem valent quae supra. Quocirca mensura curva- 
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turae in hoc loco superficiei eurvae erit. 


Ko dkar-arır 
Bkorz 





Quodsi iam supponimus, indolem superficiei curvae datam esse sccundum modum 
tertium in art. 4 consideratum, habebuntur X et Fin forma functionum quan- 
ütatum 2, y, unde erit 





ar = (aa 
Br rt iy 
Substitutis his vribus, expressio praecedens transit in hanc: 


xar 
&) 





Statucndo ut supra 


atque insuper 


sive 
dr= Tärt+Uy, du= Ude+ Vay 





habemus ex formulis supra de 
x=-ı2 rY 





u, (HH 2Z@ 


atque hinc 
dX= —Zu—z 
"dY= —Zaumudz 
(++ undZ+Z(edttudu) = 0. 
sive 


-a2 = —Z’ftdt-tudu) 
AX = — ZH un)dr+Zirudu 
Ay = +Ztudt— Zi Htt)du 
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adeoque 
= 7-14) T+uD) 
18 = 2 HOP) 
2 T—+)D) 
Ze U-+)r) 





ar 
ir 





quibus valoribus in expressione praccedente substitutis, prodit, 


= ZUTV- UV(I+Hu) = ZITV— UO) = 





5. 
Per idoneam electionem initii et axium coordinatarum facile efici potest, ut 
pro puneto determinato A valores quantitatum 4, u, U evanescant. Scilicet dune 
priores eonditiones iam adimplentur, si planum tangens in hoc puncto pro plano 
wordinatarum 2, y adoptatur. Quarum initium si insuper in puncto A ipso 
eollocatur, manifesto expressio coordinatarum z adipiscitur formam talem 


Taa+ VaydHiVyy+o 











ubi 2 erit ordinis altioris quam secun 
2,9 angulo M tali ut habeatur 





Mutando dein situm axfüm ipsarım 


ung2 





facile perspieitur, prodituram esse abquationem hulus formae 


7—4Tart 4 Pyy+ 





quo pacto etiam tertiae conditioni satisfactum est. Quibus ita factis, patet 
1. Si superfides curva secetur plano ipsi normali et per axem coordinata- 


rum # transeunte, oriri curvam planar 





Culus radius eurvaturae in puncto A 
fiat = 4, signo positivo vel negativo indicante concavitatem vel convexitatem 
versus plagam cam, versus quam coordinatae z sunt positivae. 

II. Simili modo } erit in puncto A radius curraturae eurvae planne, quae 
oritur per sectionem superfidei curvae cum plano per axcs ipsardim 9, transcunte. 
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II. Statuendo = — rcosg, y—rsing, fit 


2= 4{Teosg’+ Veing’rr-+Q 





unde colligitur, si sectio fiat per planum superfici 
ipsarum z angulum 7 efficiens, oriri curvam planam, euius radius eurvaturae in 
puncto A sit, 


A normale et cum axe 





TarFrar 

IV. Quoties itaque habetur T= P, radii curvaturae in cuneis planis 
normalibus aequales erunt. Sivero 7 ct Y sunt inaequales, manifestum est, 
quum Teosg’+ Veing? pro quovis valore anguli 2 cndat intra 7’et P, radios 
curvaturac in sectionibus principalibus, in I et IL consideratis, roferri ad cur- 
vaturas extremas, puta alterum ad curraturam maximam, alterum ad minimam, 
si Tet V° eodom signo affeetae sint, contra alterum ad maximam convexitatem, 
alteram ad maximam coneavitatem, si 7 et V° signis oppositis gaudeant. Hac 
conelusiones omnia fere continent, quae ill. Euszx de curvatura superfieierum cur- 
varım primus docuit. 

V. Mensura curvaturae superficiei curvae in puncto A autem naneiseitur 
expressionem simplicissimam k = 7'V, unde habemus 

Turonza. Mensura curvaturad in quovis superfiiei puneto aequalis est 
Fractioni, cuius numerator wnitas, denominator autem produetum duorum radiorum 
urvaturae extremorum in sectionibus per plana normalia. 

Simul patet, mensuram curvaturae fieri positivam pro superficiebus concavo- 
oncavis vl convexo-convexis (quod diserimen non est ossentine), negativam vero 











Pro concavo-convexis. Si superficies constat c partibus utriusque generis, in ca- 
indole superf 
rum curyaram talium, in quibis mensura curvaturae ubique eraneseit, infra plu- 
ribus agetar. 


zum confiniis mensura curvaturae evanescens esse debebit. Di 





%. 

Formula generalis pro mensura curvaturae in fine art. 7 proposita, omnium 
simplicissima est, quippe quae quingue tantum elementa implicat; ad magis com- 
plieatam , scilicet novem elementa involventem, deferimur. si adhibere volumus 
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oda primum indelem supericii cunae exprimendi. Retinendo nottincs 
art. 4 insuper staluemus: 











ta ut fat 
aP=Pär+Ray+@d: 
4Q=Rdr+Qdy+P'dz 
aR— Q’dr+ Pry+Ra: 

Jam quum habeatur £= — Z, invenimus per differentiationem 

RRat = —RäP+PaR = (PQ—RPY)dz+ (PP—RRYdy+ PR Rad: 





sive, climinata ds adiumento aequationis Part Qdy-+Rdz 
Rdt = (-RRP+2PR@—PPR/dr+(PRP’+ QRQ'— POR—RRRYdy 








Prorsus simili modo obtinemus 
R’du = (PRP’+QRQ— PQR— RRRir-+{— RRQ+2QRP—QOR/dy 
Hine itaque colligimus 

R’T=—RRP'+2PRQ'—- PPR' 


RU= PRP’+ QRQ’—PQR—RRR" 
RV = —RRQ+2@RP—QQR 





Substituendo hos valores in forraula art. 7, obtinemus pro mensura curvaturae k 
expressionem symmetricam sequentem: 








(PP+QQ+RR)K 
= PP(QAR— PP +-QAPR— QA@W)HRE(PQ—R"R) 
+2QR(ER— PP)-+H2PR(PFR'— @@)-+2PAPE—RR") 


0. 
Formulam adhue magis complicatam, puta e quindecim elementis con- 
atam, obtinemus, si meihodum generalem secundam, indolem superfieierum 
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curvarım exprimendi, sequimur. Magnitamen momenti est, hane quoque ela- 
borare. Retinendo signa art. 4, insuper statuemus 









ddr dr 
ww“ Fri 
day an er 
=, w—t 

ade Fraser 
wer 





Praeteren broyitatis caussa faciomus 
bei 
ab—ba 





Primo observamus, haberi Adr+Bdy+ Cds =0, sive de — — 
quatenus itaque z speclatur tamquam functio jpsarum 2. y, fit 








Porro dedueimus, ex der = adp-taiig, dy = bäp-+bäg. 
Cip=  bar—ady 
Cüg— —bdstady 





Hine obtinemus differentialia completa ipsarum 1, u 
ara = (145 — Cie War ady)+ (CHE — Age) bdr—ady) 
ou (BIN (Wan ay)+ Cie DIE) as—ady) 

Tam si in his formulis substituimus 

Mn estbY— ehr 








“ 











Fr 

Met Y—eh" ur 
G=arted-ar—ca 
Eat ar— ca 
E =latat'-Id—at 
E ba ta id a6‘ 


as 
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atque perpendimus, valores differentialium dt, dw sic prodeuntium, acquales 
esse debere, independenter a differentialibus dx, dy, quantitatibus Tds-+ Udy, 
Var-+ Vdy resp. inveniomus, post quasdam transformationes satis obvias 
oT aAbb+EBbE+Y CHE 
—2dAbb— 28Bbh— 27 Chb 
HaAbb+HE"Bbb-HYChb 
OU=—aAai—5Bab—yCab 
+04 (ab-+ba)+-6Blab+ba)-+YClab+ ba) 
—a’Aab-8"Bab—yCab 
OV= aAdd+6Bac+7Cae 
—2d4ad— 20 Bad—2yCad 














+a’daa+VBaa+y'Caa 

Si itaque brevitatis caussa statulmus 
Aa+BE+Y=D 2222.22... 
Ad+BU+0Y=D . 2. 
ACHBEHOF=D" 2.222222...) 


it 
C'T= Dib—2DWb +Dbb 
GO'U=—Dai+ Diabtba)—Drab 
o Dad —2D'ad+D’aa 





Hinc invenimus, evolutione facta, 
CXTV— UV) = (DD’—D'D\\ad—ba) = (DD'-D'D')cc 


et proin formulam pro mensura curvaturae 


ko Dann 
= ara 0Or 


1. 

Formulae modo inventae iam aliam superstruemus, quac inter fertilissima. 
theoremata in doctrina de superficiebus curvis referenda est. Tntroducamus se- 
quentes notationes: 
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aa+bb-+ee =E 







dat lb +cc 
aa +bE +ey 
ad +bö ter 





a +8 +ey 
ad +56 +e/ 
dat l6r he 
AA+BB+C0= 





G-FF=& 





Eliminemus ex aquationibus 1, 4, 7, quantitates 6, y. quod fit multipli- 
cando illas por Be—cb, BC—EB, eBLC, et addendo: ita oritur 


(Albe—cb)+ a 0—eB)+aB—5C))a 
Dip cb)-HmWC—EB)+nB—5C) 


quam aequationem facile transformamus in hanc: 


AD = ad+a{F—mG)+a{mF—nE) 





Simili modo eliminatio quantitatum a, 7 vel a, 6 ex iisdem aequationibus sup- 
peditat 
BD = 68-+baF—nG)-+-i{mF—aE) 
CD = YA+cnF—mG)+e{mFnE) 
Multiplicando has tres aequationes per a’, 67, y’ et addendo cbtinemus 
DD’ = («+6 +1 Y)A+m (nF mG)+Hn'mF—nE).... (10) 
"Si perinde tractamus nequationes 2, 5, 8, prodit 
AD’ = dt af F-mG)-Ha{n FnE) 
BD’ = SAH F— m GH Um FE) 
CD’ = Ya+enF—mG)+em FE) 
quibus aegnationibus per a, 8', y' multiplicatis, additio suppeditat: 
DD’ = (da+864+YY)A+m FG) nm FE) 
ss. 








0 


a; 
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Combinatio huius aequationis cum aequatione (10) produeit, 


DD'-DD = (ad +66 + 7 -ad 86 yy)& 





+ Ein —nn”) + Plan‘ — Amin nn‘) + Glan mm”) 


Iam patet esse 
uz 
Kr 








Porro facile confirmatur, haberi 





aa sry dd 





Quodsi iam has expressiones diversas in formula pro mensira curvaturae in fine 
art. praec. eruta substituimus, pervenimus ad formulam scquentem, e solis quan- 
ttatibus F. F, @_atque carüm quotientibus differentialibus primi et secundi or- 
dinis coneinnatam: 





MEG-FFIR= BEE re) 
rue E- 
I EEE ar 





MT 22 


12. 
Quum indefinite habeatur 
dst-tay'+d? = Edp’+2Fap.dg+Gäg! 


patet, Y(EAp’+2Fdp.dg-+Gäg‘) esse expressionem generalem elementi li- 
ncaris in suporficie curva. Docet itaque analysis in art. prace. explicata. ad in- 
veniendam mensuram curvaturae hand opus esse formulis fnitis, qune coordi 
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tas 2, 9,5 tamquam fünctiones indeterminatarum p, g exhibeant, sed suflicere 
expressionem generalem pro magnitudine cuiusvis elementi linearis. Progrodia- 
mar ad aliquot applicationes hulus gravissimi theoremati 

Supponamus, superficiem nostram curram explicari Posse in aliam superti- 
diem, curvam seu planam, ita ut euivis puncto prioris superfieiei per coordina- 
tas z.y.z determinato respondeat punetum determinatum superficiei posterio- 
ni nt 2 y. 5. Manifesto itaque =, y/, # quoque eonside- 
rari possunt tamquam functiones indeterminatarum p,g, unde pro elemento 
Vidr?+ay°+de?) prodibit expressio talis 


VERP+2Fap.dg+ Gag) 


denotantibus etiam E', I", G' functiones ipsarum p. g. At per ipsam notichem 
explicationis superciei in superficiem patet, elementa in utraque superficie cor- 
respondentia necessario aequalin esso, adeoque identice feri 


E=E, F=F, 6=@ 








euius eoordinatae 





Formula itaque art. praec. sponte perducit ad egregium 

Tnzorzua. Si superfleies curos in quanktunge aliam superfeiem erplicater. 
mensura curvaturae in singulis punctis incariata manet. 

Monifesto quoque quaevis pars fnita superfiiei curcae post ezplicationem in 
aliom superficiem eandem curvaturam integram retinebit. 

Casum speeislem, ad quem geometrae hactenus investigationcs suns restrin- 
xerunt, sistunt superficies in planum explicabiles. Theoria nöstra sponte docet, 
talium superficierum mensuram curvaturae in quovis puncto fieri = 0, quociten, 
si caram indoles secundum modum tertium exprimitur, ubique erit 














quod eriterium,, dudum quidem notum, plerumaue nostro saltem iudicio haud eo 
rigore qui desiderari posset demonstratur. 


13. 

Qune in art. praec. exposuimus, eohaerent cum modo peculiari superficies 
onsiderandi, summopere digno, qui a geometris diligenter excolatur. Seilicet 
quatenus superficies consideratur non tamquam limes solidi, sed tamguam soli- 
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dum, cuius dimensio una pro evanescente habetur, flexile quidem, sed non ex- 
tensibile, qualitates superficiei partim a forma pendent, in quam illa reducta con- 

pitur, partim absolutae sunt, atque invarlatae manent, in quamcungue formam. 
illn #ectatur. Ad has posteriores, quarum investigatio campum geometriae novum 
fertilemque aperit, referendae sunt mensura curvaturae atque curvatura integra 
0 sensu, quo hae expressiones a nobis accipiuntur; porro huc pertinet doctrina 
do lineis brevissimis, pluraque alia, de quibus. in posterum agore nobis roservo- 
mus. In hoc considerationis modo superficies plana atque superficies in planum 
explicabilis, eg. cylindrien, conicn ote. tamquam essentialiteg identicae speetan- 
tur, modusque genuinus indolem superficiei ita consideratae generaliter expri- 
mendi semper innititur formulae Y[Edp’+2 Füp.dg-+Gäg). quae nexum 
elementi cum duabus indeterminatis p. q sistit. Sed antequam hoc argumentum 
ulterius prosequamur, principia theoriae Iinearum brevissimarum in superficie 
curva data pracmittere oportet 












1. 

Indoles lineae curvae in spatio generaliter ita datur, ut coordinatae 9, 
gulis punctis respondentesxhibeantur in forma functionum unius varia- 
bis, quam per w denotabimus. Longitudo talis lineae a puncto initinli arbi- 
trario usquo ad punetum, eulus eoordinatae sunt 9,2, exprimitur per integrale 


Se +) 


im lineae curvae variationem infinite parvam pati, ita ut coor- 

















Si supponimu 
dinatae singulorum punctorum aceipiant variationes &5, dy, ds, variatio totius 
longitudinis invenitur 








findtere dn.dte 
arts Fan 


quam expressionom in hanc formam transmutamus: 5 
detskäyayiane * 
pre 
a 


ar 
dran + ed arzaran) 





en 
Nr rat 





In casu eo, ubilinen est brevissima inter puncia sua extrema, oonstat, ea, qune 
hie sub signo integrali sunt, erancsoere debere. Quatenus linea esse debet in su- 
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perficie data, cuius indoles exprimitur per aequationem Pdz-+ Qdy--Rdz = 0, 
etiam varintiones Ö2, öy,öz satisfacere debent aequationi Pd2-+ Qdy-+ Röx = 0, 
ünde per principia nota face coligitur, diferentinlia 
dan A 5 
varFayrası Ayamzapran. 
resp. quantitatibus P, Q, R proportionalia esse debere. Iam sit dr elementum 
inene currae, A punctum in superficie sphaerica repraesentans directionem huius 
elementi, I, punetum in superficie sphaerica repracsentans directionem normal 
in superficiem curvam; denique sint &,m.£ coordinatao puneti A, atque X, F, Z 
coordinatae puncti I, respcotu centri sphaerae. Ita erit 











de=fdr. dy-ydr, de=ldr 


unde colligimus, diferentialia illa fieri d£, dn. d/. Et quum quantitates P.Q.R 








proportionales sint ipsis X, Y, Z, character linene brevissimae consistit in ac- 
quationibus 

eu 

r=r=-7 





Ceterum facile perspieitur, Y(d#'-+ dn?-+d£’) nequari arculo in superfiie sphac- 
rien, qui mensurat angilum inter direciones tangentium in initio ot fine element 
dr, adeoque esse si p denotet radium curvaturae in hoc loco curvae bre- 
Yiseimae; ita fet 








pdi=Xdr, pdy= Fir, pdl= Zur 


15. 

Supponamus, in superficie curvaa puncto dato A proficisci innumeras cur- 
vas brevissimas, quas inter se distinguemus per angulum, quem constituit sin- 
gularum elementum primum cum elemento primo unius ex his lineis pro prima 
assumtae: sit 9 illo angulus, vel generalius functio illius anguli, nee non r lon- 
gitudo talis lincae breyissimae a puncto A usque ad punctum, cajus coordinatae 
sunt 2, y.z. Quum itaque valoribus determinatis variabilium r, 9 respondeant 
puncta determinata superficiei, coordinatae =, y, 2 considerari possunt tamquam 
fanctiones ipsarum r.g. Notationes A, 2, 81,6, X, X. Z in endem significa- 
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tione retinebimus, in qua in art. praec. acceptae fuerunt, modo indefinite ad 
punctum indefinitum euiuslibet linearum brevissimarum referantur. 

Lincae brevissimae omnes, quse sunt aequalis longitudinis r, terminabun- 
tur ad aliam lineam, cuius longitudinem ab initio arbitrario numeratam denota- 








mus per v. Considerari poterit itaque # tamquam functi 





indeterminatarum 7.9, 
et si per X designamus punctum in superficie sphaerica respondens direetioni ele- 
menti dv, nec non per F #2’ ooordinatas huius puncti respcotu centri sphae- 
rac, habebimus 


a. 
Fred 





Hinc et ex 





sequitur 


dr.tr ‚dydy jdsa ar 
WErritn 


[2 





BEHTHT). 
Membrum primum hulus aequationis, quod etiam erit functio ipsarum r, 7, per 
$ denotamus; culus diflerontiatio secundum r suppeditat: 





„ar 
Ne 


det nt Lane 

48 _ ddr de jädp Ay tin. dn ya HN EN) 

HE “ 
ara ira, 

rtetaeitt 

Sed EE+nn+TL = 1, adeoque ipsius differentiale ; et per art. pracc. 

habemus, si etiam hic p denotat radium curvaturae in linea r, 












quoniam manifesto X iacet in eirculo maxime, euius polus Z. Hine itaque con- 
<ludimus, 8 independentem esse ab r ot proin fanctionem solius 9. At pro r—0 
manifesto fit u — 0, et proin etiam 37 — 0, necnon 8 == 0, independenter a g. 
Necessario itaque generaliter esse debebit S— 0, adeoque cos! = 0, i.e. 
RX 90%. Hine colligimus 
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Tuzonzua, Ductis in superfie curca ab eodem puncto initiali innumeris Hineis 
brevissimis aegualis Iongitudinis, linea earum eztremitates iungens ad illas singulas 
erit normalis. 

Operae pretium esse duximus, hoc theorema e-proprietate fundamentali li- 
nearum brevissimarum deducere: ceterum eis veritas etiam absque calculo per 
sequens ratiocinium intelligi potest. Sint AB, AB’ duae lineae brevissimae eius- 
dem longitudinis, angulum infinite parvum ad A ineludentes, supponamusque, 
alterutrum angulorum elementi BB’ cum lineis BA, B’A differre quantitate 
finita ab angulo recto, unde per logem continuitatis alter maior alter minor erit 
angulo recto. Supponamus, angulum ad B esse = 90°—w, capiamusque in 
linea BA punctum C, ita ut sit BC BB'.coseew: hine quum triangulum 
infinite parrum BB’C tamquam planum tractaro liceat, erit CB’ 
et proin 


AC+CB'= AC+-BC.cosw— AB-—- BC.(t co) = AB'—BC{I—coso) 




















.e. transitus a puncto 4 ad B’ per punetum C breviorlinea brevissima. Q.E.A. 


16. 

Theoremati art. pracc, assoelaraus aliud, quod ita enunciamus. Si in su- 
‚perficie curca coneipitur linea qualiscungue, a cuius punctis singulis profeiscantur 
sub angulis rectis et versus candem plagam innumerae lineae brevissimae aequalis lon- 
Situdinis, curva, quae earum eztremitates alteras iungit, illas singulas sub angulis 
rectis secabit. Ad demonstrationem nihil in analysi praecedente mutandum est, 
nisi quod 2 designare debet longitudinem curvae dafae inde a puncto arbitrario 
numeratam, aut si mavis functionem huius longitudinis; ita omnin ratiocinia 
etiamnum valebunt, ea modificatione, quod veritas aequationis S—0 pro r— 0 
nun iam in ipsa hypothesi implicatur. Ceterum hoc alterum theorema genera- 
lius est praecedente, quod adeo in illo comprehendi censeri potest, dum pro li- 
nca data adoptamus eirculum infinite parvum eirca centrum A descriptum. De- 
nique monemus, hic quoque considerationes geometricas analyscos vice fungi 
posse, quibus tamen, quum satis obyiae sint, hie non immoramr. 





17. 


Rerertimur ad formulam Y(Edp'+2.Fdp.dg-+Gdg). quae indefnite 
.0 
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magnitudinem elementi lincaris in superficie eurva exprimit, atque ante omnin 
significationem geometricam coöfleientium E, F, G examinamus. Iam in art.5 
monuimus, in superfieie enrva coneipi posse duo systemata lincarum, alterum, in 
quibus singulis sola p sit variabilis, q constans; alterum, in quibus sola q va- 
rinbilis, p constans. Quodlibet punetum superfiiei considerari potest tamquam 
intersectio lineae primi systematis cum linen secundi: tuncque elementum Tineae 
primae huic puncto adiacens et variationi dp respondens erit = YE.dp. nec 
‚non elementum lineae secundae respondens variationi dg erit = YG.dg: de- 
nique denotando pero angulum inter hace clomenta, facle perspictur, Keri 
cosw Aren autem elementi parallelogrammatici in superficie eurva in- 
ter duns lineas primi systematis, quibus respondent q, 9-+dg. atque dnas lineas 
systematis socundi, quibus respondent p.p-++dp, erit Y[EG—FF)dp.dg. 
Linea qunecungue in superficie eursa ad neutrum illoram systematum per- 
tinens, oritur, dum pet q coneipiuntur esse funetiones unius variabilis novac, 
alterius. Sit 5 longitudo talis curvae ab initio arbitra- 
rio numerata et versus directionem utramvis pro positiva habita. Denotemus per 
9 angulum, quem efleit elementum ds = Y(Edp'+2Fap.äg+Gäg) cum 
linen primi systematis per initium elementi ducta, et quiden ne ulla ambiguitas 














vel altera illarum funet 











‚remanent, hune angulum semper ab eo ramo illius linene, in quo valores ipsius 
p erescunt, inchoari, et versus eam plagam positive aceipi supponemus, versus 
quam valores ipsius g erescunt. His ita intellectis facile perspicitur haberi 


600.46 = YE.dp-++YG.conw.d 
yiwa-rP) 
TE 









sin0.de = YG.sinw.dg = 





15. 
Investigabimus nunc, quanam sit conditio, ut hacc linea sit brevi 
Quum ipsius longitudo s expressa sit por integrale 


NEap+2Fap.dg+Gäg) 








conditio minimi requirit, ut variatio huius integralis a mutatione infinite parva 
tractus linese oriunda fiat = 0. Caleulus ad propositum nostrum in hoc casıı 
(commodius absolvitur, si p tamatıam funetionem ipsius 7 consideramus. Quo 
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pacto, si vriatio por charaeteristicam & denotatur. habemus 





‚constatque, quae hic sunt sub signo integrali, independenter a &p evanescere de- 
bere. Ei itaque 
PL PIE LIE PERLIER EIEFRER.O 
2ds.d.yE.cos0 ehe _yas.a0.yE. 
—V{EG—FF).dg.d0 
ern (GE ap +.) —2V(EG—FF).dg.d0 


nem conditionalem pro linen brevissima se- 











ino. 








E 








Hine itaque nanciscimur acqus 
quentem 


VIEG—FF).a0 a2 


pt + dp. 





quam etiam ita seribere. fi 
VEG—FF).d0=13.dE+1.42.4p—%.dp—4. = 


Cetorum adiumento aequationis 





a BI 
en teoern 





ex illa aequatione angulus 6 eliminari, atque sic aequatio differentio-differen 
lis inter p et q evolvi potest, quae tamen magis complicata ei ad applicationes 
minus utilis evaderet,; quam praecedens. 


. 
Formulae generales, quas pro mensura curvaturae ct pro variatione directio- 

nis Uincae brevissimae in art. 11, 18 eruimus, multo simpliciores funt, si quan- 

itates p, q ita sunt electae, ut lineae primi systematis lincas secundi systematis. 

übique orthogonaliter secent, . e. utgeneraliter habeatur w = 90°, sive 

Tune seilicet it, pro mensura curvaturae, 








30. 
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az 20 
ar 





HERGGk= BE HEN. 


et pro variatione anguli 0 


vEG.a0 


Her EG 





Leer? 





Inter varios casus, in quibus haeo conditio orthogonalitatis valet, primarium 
locum tenet is, ubi lineae omnes alterutrius systematis, e. g. primi, sunt linene 
brevissimae. Hie itaque pro valore constante i 
aequatio pro varintione anguli 0 modo tradita docet, fieri debere 17 
eotficientem En g independentem, i. 0. E esso debet vol constan vel functio 
solius p.  Simplieissimum erit, pro p adoptare longitudinem ipsam eujusque li- 
neae primi systemati 
puncto concurrunt, ab hoc puncto numeratam, vel, si communis intersectio non 
adest, a qualibet linea secundi systematis. Quibus ita intellectis patet, p et q 
inm endem denotare, quae in artt. 15, 10.per r el 4 expresseramus, atque feri 
E= 1. lin dune formulae praccedentes iam transeunt in has: 








et quidem, quoties omnes lineae primi systematis in uno 





vl statuendo YE= m, 








Generaliter loquendo m erit functio ipsarum p, g atque mdg expressio elementi 
Cuiusvis lineao secundi systematis. In casu speeiali autem, ubi omnes linene p 
ab codem puncto proficiseuntur, manifesto pro P— 0 esse debet m — 0; porro 
si in hoc cası pro q adoptamus angulum ipsum, quem elementum primum cu- 
iusvis linene primi systematis facit cum elemento aliculus ex ipsis ad arbitrium 
electae, quum pro valore infinite parvo ipsius p, elementum linene secundi sy- 
stematis (quae considerari potest tamquam circulus radio p deseriptus). sit 

pdg, erit pro valore infinite parvo ipsius p,m = p, adeoque, pro p— 0 














20. 
Immoremur adhue eidem suppositioni, puta p designare indefnite longitu- 
dinem lineae brevissimae a puncto determinato A ad punctum quodl 
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ficiei duetum, atque q angulum, quem primum elementum hulus lineae efficit, 
cum elemento primo alicuius lineae brevissimae ex A profiiscentis datae. Sit 
B punctum determinatum in hac linea pro qua q = 0, atque C aliud punctum 
determinatum superficiei, pro quo valorem ipsius g simpliciter per A des 
mus. Supponamus, puncia B, © per lineam brevissimam juncta, cuius partes, 
inde a puneto B numeratas, indefinite ut in art. 18 per s denotabimus, nec non 
Perinde ut illio, per 0 angulum, quem quodvis elementum ds facit cum elemento. 
dp: denique sint 0%, 0° valores anguli 0 in punetis B, €. Habemus itnque in 
superfieie curva trianguhum lineis brevissiinis inclusum, eiusque anguli ad Bet C, 
per has ipsas literas simpliciter designandi aequales erunt ille complemento 
guli ® ad 150%, hie ipsi angulo 4. Sed quum analysin-nostram inspieienti fa- 
ile pateat, omnes angulos non per gradus sed per numeros expressos coneipi, ita 
ut angulus 57°17°45°, cui respondet arcus radio aequalis, pro unitate habeatur, 
statuere oportet, denotando per 2 peripheriam eirculi 


"=r-B 0-60 




















Inquiramus nune in curraturam integram hutus tianguli, quae fit —fkda, de- 
notante da elementam superfiinle triangalis quare quum hoc elementum expri- 
matar per mdp-dq, emiere oportet intograle [/kmäp.dg supra totam trianguli 
superficiem. Tncipiamus ab integratione secundum p, quae propter k=— 1.4 
suppeditat dg.(Const. —47) pro curvatura integra arene iacentis inter lincas 
Primi systematis, quibus respondent valores indeterminatae secundae 9, g-+dg: 
quum hacc curvatura pro p = 9_evanescere debeat; quantitas constans per in- 
Vegraionem introdueta aeguli ee debet valoi ipeius 1” pro >= 0, 
ati. Habemus itaque dg(1—3"}, ubi pro Ü aseipere Oportet valorem respon- 
dentem fini illius areae in linea CB. In hac linea vero fit per art. pracc. 

—d0, unde expressio nostra mutatur in dg-FäP. Accedente am 
integratione altera a q— 0 usque ad 9 A oxtendenda, obtinemus curvatu- 
ram integram trianguli = AH = A+B+C—r. 

Curvatura integra aegualis est arene eins partis superficiei sphaericae, qune 
respondet triangulo, signo positivo vel negativo affectae, prout superficies curva, 
in qua triangulum iacet, est concavo-concava vel concavo-conyexa: pro unitate 
arcae accipiendum est quadratum, culus Iatus est unitas (radius sphnerae). quo 
pacto superficies tota sphaerae fit 
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triangulo respondens ad sphacrae superficiem integram ut +(4+B-+C- 
ad 47. Hoc theorema, quod ni fallimur ad elegantissima in theoria superficie- 
rum curvarum referendum esse videtur, etiam sequenti modo enuntiari potest: 

Excessus summae angulorum trianguli a lineis brevissimis in superfie curca 
(Concavo-concava formati ultra 180°, vel defectus summae angulorum trianguli a li- 
eis brevissimis in superficie curoa concavo-convera formati a 180° mensuratur per 
aream partis superfeinn sphaericae, quae il riongulo per directiones normaliun 
respondet, si superfiies integra 720 gradibus aequiparatur. 

Generalius in quovis polygono m laterum, quae singula formantur per li- 
Incas brovissimas, excossus summae angulorum supra 2n—4 roctos, vel de- 
fectus a 2n—4 rectis (pro indole curvaturae superfeiei). acquatur arene poly- 
‚goni respondentis in superficie sphaerica, dum tota superficies sphaerae 720 gra- 
dibus aequiparatur, uti per discerptionem polygoni in triangula e theoremate prac- 
cedenti sponte demanat. 








a. 

Restituamus characteribus p, 9. Z, F, G, w significationes generales, qui- 
bus supra accepti fuerant, supponamusque, indolem superficei eurvae praeteren 
alio simili modo per duns alios variabiles p‘, g° determinari, ubi elementum li- 
neare indefinitum exprimatur per 


ViEap’+2Fap.dg+ Gag 








Ita euivis puncto superficiei per valores determinatos variabilium p, q definito 
respondebunt valores determinati varia quoeirca hae erunt fünetio- 
nes ipsarum p. q, © quarum differentiatione prodire supponemus 

dp = adp+ödg 

dg = ydp+öag 





um p' 





Tanı proponimus nobis investigare significationem geometricam horum coöfficien- 
um a, 8.7.6. 

Quatuor itaque nunc systemata linearum in superficie curva coneipi possunt, 
pro quibus zosp. 9,7. 4. p' 
respondent variabilium valores p. 9. p', g. quatuor lincas nd singula illa systo- 
mata pertinentes duetas supponimus, harum elementa, varlationibus positivis. 








constantes. Si per punetum determinatum, cui 
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dp. Ag. dp, dg, respondentes erunt 
VEdp, YG.dg, YErdg. YG.dg 

Angulos. quos horum elementorum directiones faciunt cum directione fixa arbi- 
traria, denotabimus per M, N, M’, N’, numerando eo sensü, quo iacet secunda 
respectu primae, ita ut» sin(N—M) fiat quantitas positiva: eodem sensu incere 
supponemus (quod licct) quartamn respectu tertiae. ita ut etiam sin (N’—Af) sit 
quantitas positiya. His ita intellectis, si consideramus punctum aliud, a priore 
infinite parum distans, cui respondeant valores variabilium 


PHap, a+dg Pr, + 


lovi attentione adhibita cognoscemus. fieri generaliter, 
valoribus variationum dp. dq, dp, dj, 








©. independenter a 


VE.ap.sin M+Y @.dg.sin X = YEX.dp. sin M-YG'.ag.sin N" 


quum utraque expressio nihil aliud sit, nisi distantie puneti novi a linen, a qun 
anguli directionum ineipiunt. Sed habemus, per notationem iam supra intro- 








ductan N—M = w. et per analogiam statuemus N’—f'= w, nec non i 
super NM’ =$. Ita aequatio modo inventa exhiberi potest in forma sequent 
VE-ap sin (+) + VG.dg. in 
VELAp.sin CH YG'.dg.sin (+) 
velita 
VE.Ap.sin(N wo +4) +Y@.dg.sin N +4) 





VE\ap. sin (N —w)+Y@.ag.sin N 








li, hanc 
. sel in 


Er quum aequatio manifesto independens esse debeat a direetione 
ad Iubitum accipere-licet. Statuondo itaque in forma secunda N’ = 











prima M’= 0, obtinemus aequationes sequentes: 
VE’. sinw.dp = yE.sin(w-HwW—4).dp+Y G.sin(w—4).dq 
V@.sinw.dg = VE. 








anne equationes quum Identicae esse debeant cum his 
ap = adp+bdg 
dg = rdp+ödg 
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suppeditabunt determinationem coöficientium a, &, y, d. Erit silicet 





Adiungi debent nequationes 


os 





r 
wo 








aylEG'_ FF) 
sylEG'— FF) 

WVIEG—FF) = yEE.sn(4—u) 
SV(EG—FF) = YGE.sing 








Quum per subslitutiones 4 = adp-+5dg, Ag = ydp+ödg trinomium 
Eap’+2Fäp.dg+Gäg* transire debeat in Edp'+2Fdp.dg-+Gägt, fa- 
ile obtinemus 


EG FF= (EG FF)@ö-67% 


et. quum vice vorsn trinomium posterius rursus transire debeat in prius per sub- 
stitutionem P 


(eö—6ydp = dap—5dg, (aö-Erdg= —rdp+adg 
invenimus. 
Eöd—2Frö4+GYT 
E6b—Flad+57)4+Gay 
E66—2Fa6+Gaa 





2. 

A disquisitione generali art. pracc. descendimus ad applicationem Iatissime 
Patente, ubi, dum p et g otiam significatione goneralissima aceipiuntur, pro 
.P. 8. adoptamus quantitates in art. 15 per r, 9 denotatas, quibus characteribus 
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etiam hie utemur, scilicet ut pro quovis puncto superficiei r sit distantia minima 
a puncto determinato, atque 9 angulus in hoc puncto inter elementum primum 
ipsius r atque direetionem fixam. Ita habemus E’=1, P=0, w= 908. 
statuemus insuper YG’= m, ita ut olementum lineare quodcunque fiat 
= y(dr’+mmdg)). Hine quatuor aequntiones in art. pracct pro a, B, 7, &, 
erutac, suppeditant: 











x his aequationibus petenda cst determinatio quantitatum r, 9, d et (si 
opus videatur) m, per pet g: scilicet integratio aequationis (5) dabit r, qua in- 
venta integratio aequationis (6) dabit 9, atque alterutra aequationum (1), (2) 
ipsam $: denique m habebitur per alterutram aequationum (3), (4). 

Integratio generalis’aequntionum (6), (6) necessario duas functiones arbi- 
trarias introducere debet, quae quid sibi velint facile intelligemus. si perpendi- 
mus, illas aequationes ad casum eum quem,hie consideramus non limitari, sed. 
perinde valere, si r et 9 accipiantur in significatione generaliore art. 16, ita ut 
sit r longitudo linene brevissimae ad lincam arbitrariam determinatam normaliter 
Auctae, atque 9 functio arbitraria longitudinis eius partis lineae, quae inter li- 
‚neam breyissimam indefinitam et punetum arbitrarium det@gpinatum intereipitur. 
Solutio itaque generalis haco ompia indefinite ampjecti debet, functionesque ar- 
bitrariae tunc demum in definitas abiblint, quando Jinen illa arbitraria atque 
functio partium, quam 9 exhibere debet‘. pracseriptac suntı In cası nostro eir- 
ulus infinite parrus adoptari potest, centrum in co puncto habens, a quo distan- 
fine r numerantur, et 9 denotabit partes huius eirculi ipsas per radium divisas, 

“ 
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unde facile colligitur, aequationes (5), (0) pro casu nostro complete sufficere. dum- 
modo ea, quae indefinita relinguunt, ei eonditioni accommodentur, ut r et $ pro 
puncto illo initiali atque punctis ab co infinite param distantibus quadrent. 
Ceterum quod attinet ad integrationem ipsam aequationum (5), (0). con- 
cam reduck posse ad integrationem aequationum diferentinlium vulgarium, 
quae tamen plerumgue tam intricatae evadunt, ut parum Iucri inde redundet. 
Contra evolutio in series, quae ad usus practicos, quoties de partibus superficiei 
modicis agitur, abunde sufficiunt, nullis difieultatibus obnoxia est, atque sie for- 
mulae allatae fontem uberem aperiunt, ad multa problemata gravissima solvenda. 
1ioe vero loco exemplum unicum ad methodi indolem monstrandam evolvemus. 





stat 








2a. 

Considerabimus casım eum, ubi omnes lineae, pro quibus p constans 
est, sunt lineae brevissimae orthogonaliter secantes lincam, pro qua F— 0, et 
quam tamquam lineam abseissagum contemplari possumus. Sit A punctum, 
pro quo r= 0, D punctum indefinitum in inea abseissarum, AD —=p, B 
punetun indefin linen brevissima ipsi AD in D normali, atque BD. 
ta ut p considerari possit tumquam abseissa, q tamquam ordinata puncti B; ab- 
scissas positivas assumimus in co ramo lincae abscissarum, cul respondet 2 
dum r semper tamguam quantitatem positivam speetamus; ordinatas positivas 
statuimus in plaga ea, ubi 9 numeratur inter 0 ot 180". 

Per theorema art. 16 habebimus = — 90°, F=0, ne non G 
tuemus insuper YE=n. Frit itaque n funetio ipsarum p. q. et quidem talis, 
qune pro g= 0 firi debet, Applicatio formulae in art. 18 allatae ad en- 
sum nostrum docet, ii quaris linen brevissima esse debere 40 — 
notante 0 angulum inter elementum huius lineae atque elementum lineae, pro 
qun q constans: inm quum linen abscissarum ip ima, atque pro en 
ubique 0= 0, pat®% pro q F3 Hine igitur 
colligimus, si n in seriem secundum-potestates ipsius 9 progredientem evolvatur, 
han habere debere formann sequentem " 


nt4fggtgg+hg'+ te. 


ubi fg. hete. erunt funetiones ipsius p. et quidgm statuemus 


























Giaca SUPERTICIS CUmvAs. 251 


S=SHfPHtpp+ ee. 
= Hp +IpP+ we 
K4Hkp+Kpp-+ ete. 








ah SPIHSPrII+ ee. 
+ Hapg + wie 
Hg + ete. etc. 


2. 
Aequationes art, 22 in casu nostro suppeditant 





ing u, ig 
4=. w nospemdt, sin, 
ars ara 


ne 


eo; = 








Adiumento haram acquationum, quarum quinta et sexta iam in reliquis continen- 
tur, serios evolvi poterunt pro 7, 4.$m, velpro quibuslibot fanctionibus harım 
quantitatum, e quibus eas, quae imprimis attentione sunt diguse, hie sistemus. 
Quum pro valoribus infinite parvis ipsarum p. q fieri debeat rr — pp-+-g4. 
series pro sr incipiet a terminis 2p-+99: terminos altiorum ordinum obtine- 
mus per methodum cotficientium indeterminatorum *) adiumento aequationis 




















Arr 
scilicet 
m Spa SS NptTg ei 
+77 Het 
Has ppe‘ 
Dein habemus, Aucente formula raing — L.$Ef. u 
2 rin Sprga SH Sr ec. 
a Te 7777 
asp 


naar paalalum contre pet, ie aeribre porn dasimns. 
10° 


4 Caleta, qui er 
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oe non per formulam reos; — 4.47 
[0 ve Hg HESS NpT etc 
His’ppaa+igptgg 


Her—as/rT 
Hine simul innoteseit angulus %. Perinde ad computum anguli + coneinnius 
evolvuntur series pro rc0s9 atque rsiny, quibus inserviunt aequationes diffe- 
rentiales partiales 





ing rsing. it 


= wp.osp—rsing.it 


Hinc facile evolvuntur series pro rcosg, rsing, quarum termini primi manifesto, 
esse debent pet, puta 


ar Br 
He He 
Harp 
Bi ung er 
tg pP99— Peg 
er 
E combinatione aequationum [2), [3], [4],[5] derivari posset series pro rreos (4-4F), 
atque hinc, dividendo per soriem (1), series pro cos(#-+-?). a qua ad seriem pro 
ipso angulo 4-3 descondere liceret, Elegantius tamen cadem obtinetür se- 
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quenti modo. Differentiando aequationem primam et secundam ex iis, quae 
tio huius art. allatae sunt, obtinemus 





qua combinata cum hac 





prodit 





ing at au. 


zung dn in 
ET re 


Ex hac aequatione adiumento methodi co8ffiientium indeterminatorum facileeli- 
iemus seriem pro }-+7. si perpendimus, ipsius terminum primum esse debere 
4, radio pro unitate accepto, atque denotante 2 peripheriam circuli, 


[0] ra pr ee 
ra —igpPga, 
WAR 
Operae pretium videtur, etiam aream trianguli ABD in seriem evolvere. 
Huic evolutioni inservit aequatio conditionalis sequons, quac e considerationibus 
geometricis satis obviis facile derivatur, et in qua 8 arcam qunesi 











integratione a g = 0 incepta. Hine scilicet obtinemus per methodum cosffi- 
eientium indeterminatorum 
Se NT Ste 
APR — 
ET a 
u 











2. 
A formulis art, praee., quae referuntur ad triangulum a lineis brevissimi« 
formatum reetangulum, progredimur ad generalis. Sit C aliud punetum in en- 
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dem linca breyissima DB, pro quo, manente p. characteres gr, 5, $, 8° eadem 
designent, quae q,r. 4. 4, 8 pro puncto B. In oritur triengulum inter puneta 
A, B, C, euius angulos per A, B, 0, latera opposita per a, 3, c, arcam per = 
denotamus; mensuram curvaturae in punctis A, B, C resp. per a, 6.7 ex 
memus. Supponendo itaque (quod Tieet), quantitates p. g.9—g esse posit 
vas, habemus 








ns=8-8 





Az, B=4. C=s-h. a der, 
Ante omnia arcam 9 per sriem exprimemus. Mutändo in [7] singulas 
quantitates ad B relatas in cas, quac ad C reforantur, prodit formula pro &', 
unde, usgue ad quantitates sexti ordinis obtinemus 
PH IT Hag + 
mess pop HT gg+ 7994749) 
BRD HAI H ICH ET)! 
Haec formula, adiumento serie [2] puta 
ein B = Hgg tfp9g PP ee) 


- transit in sequentem 





= jacsin BI — ASP + 00449) 
POPP 89947914747) 
Te itaerttautt/aurg) 
Mensura curvaturae pro quovis superficiei puncto fit (per art. 19, ubi mpg 
erant quae hie sunt n, 9, p) 





te ruhgt ep _gg—(12h—2/f)g9— etc. 


Bxr Urdanr ei 


Hine ft, quatenus p. q ad punctum B referuntur, 
Ba fp 02 gast f"ga— ew 





fassen ee 
2° 
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Introducendo has mensuras curvaturac in serie pro 6, oblinemus expressionem 
sequentem, usque ad quantitntes sexti ordinis (excl) exactam: 


HaesinB|I+rbeatapp— 29943944349) 
Hrtsölpp— 899 +64;+ 347) 
Hrbrßpp—2g0+ a 





Praceisio endem manebit, si pro p,9. 9° substitulmus esin.B; ecos.B, eco B—a, 
quo pacto prodit 


0) 





Hacsin Bi rtralßaatice— HaccosB) 
+risBBaa+ dec— 12uccnB) 
+Hrborltaat dee accosB)} 


Quum ex hac nequstione omnin, qunc ad lincam AD normaliter ad BC ductam 
referuntur, evanuerint, ctiam puncta A, B, C cum correlatis inter se permutare 
lieebit, quapropter erit eadem praecisione 





[0] 0 Hbesind|i4rtsa[dbb+3ec—12becosA) 
Hrisö[ßdb+Htee— ObeconA) 
Frterllbbt3ce— ObeconA)| 
110] = jabsin O]i+rira(daa-+ 1b— YabeosC) 





+risö(taa+3bb— YabeosC) 
+rteY(daa+3bb— 12abeosC)! 


2. 

Magnam utlitatem affert consideratio trianguli plani rectilinei, culus Inter 
aequalia sunt ipsis a, 5, c; anguli illius trianguli. quos per. A, B", 0” designa- 
bimus, different ab angulis trianguli in superficie eurva, puta ab A, B, C, quan- 
tatibus secundi ordinis, operaeque pretium erit, has differentias accurate evol- 
vere. Calculorum autem prolixiorum quam difieiliorum, primaria momenta ap- 
posuisse suffeiet. 

Mutando in formulis [1) [4]. 5]. quantitates, quae referuntur ad D, in eas, 
qune referuntur ad C, nanciscemur formulas pro FF, rcosg. sing. Tune ovo- 
Iutio expressionis rr-Hrr—(g— FY'—2rcong.rcosg—2rsing.rsing, quae fit 
= bb+ec—aa—2becos A 2bc(cosA”— cos A), combinata cum evolutione 
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expressionis rsing.rcosf—rcosz.reing, quae fit = besin A, suppeditat for- 
mulam sequentem 


os dcs — 





@—q)pin Auf Haft +) 
N a re 
PH HEN + eie} 
Hine fit porro, usque ad quantitates quinti ordinis 
AA STH HS pR 
Hp) +++) 
PH) 
Combinando hanc formulam cum hac 
20 = apli—Af!Wp+ga ta +1d— ete)) 


atque cum valoribus quantitatum a, , y_ in art. pracc, allatis, obtinemus usque 
ad quantitates quinti ordinis, 








1 KA-erste tafapttarte) 
+99 2994399) 
RN} 


Per operationes prorsus similes evolvimus 


u B=B-olwat sh he pp+ Vega) 
+) 
SEP + ST 

Zelt HH Pt regt 2g) 
Hgg Hg) 

FERNSEH SE 

Hine simul dedueimus, quum summa A’-+B°4C" duobus rectis nequalis sit, 

excessum summae A+B-FC_supra duos angulos rectos, puta 


1) A+B+e=rtolja +46 Hy HS pp+Higp lat) 
HRS 


Hace ultima aequatio etiam formulac [6] superstrui potuisset. 





18 
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a. 
Si superficies curva est sphnera, culus radius = R, erit 


9 





a 
Hinc formula [14] it 





0, 08 





A+B+ = rt 


qune praceisione absoluta gaudst; formulae 11-18 autem suppeditant 











A=4- (epp— g9+197—47) 
F=b- 
=0- 


sie acque exate 





c- 





er lan bb 20) 


Neglectis quantitatibus quarti ordinis, prodit hine theorema notum a clar. Ix- 
xxDaz. primo propositum. 


2. 
Formulae nostrae generales, reiectis terminis quarti ordi 
eradunt, scilicet 





. persimplices 





Amrrolßat 6+ 7) 
= B—ya(a +26+ y) 
Cwsla+ stm 


Angulis itaque A, B, C in superficie non sphacrica reduetiones innequnles ap- 
Plicandae sunt, ut mutatorum sinus lateribus oppositis iant proportionales. In- 
aequalitas generaliter loquendo erit tertii ordinis, at si superficies parum a sphaera 
diserepat, illa ad ordinem altiorem referenda erit: in triangulis vel maximis in 
superficie telluris, quorum quidem angulos dimetiri licet, 
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insensibili haberi potest. Ita c.g. in triangulo maximo inter ea, quae annis prac- 
edentibus dimensi sumus, puta inter puncta Hohchagen, Brocken, Inselsberg, 
ubi excessus summae angulorum fuit — 14"95348, calculus sequentes reductio- 
nes angulis applicandas prodidit: 


Hohehagen rast 

Brocken 2.2.2... —4,95104 

Tmselsberg. 2. 0... —4.95181 
2. 


Coronidis caussa adhuo comparationem arcae trinnguli in superficie curva. 

cum aroa trianguli rectilinei, cuius latora sunt a,d,c, adiiciemus. Aream poste- 

riorem denotabimus per =°, quae fit — }besin d’— }acsin B* = Habsin 0" 
Habemus, usque ad quantitates ordinis quarti 





sin A’ = sin A— 100014. (Ja+ö+y) 
sive aeque exacte 





nA = sinA”.(1+ vrbecos A.(2a+6-+7)) 


Substituto hoc valore in formula {9}, erit usque ad quantitates sexti ordinis. 





Hbcsin At. |I+riva(Bbb+3cc—2becosA)HrirÖlbb+scc—Abeoos4) 
Hrbsyläbb-+Bee—4beoosA)} 

sive aeque exace 

ss’ |I4rtvalaat2bb+2c)+risBl2aatbb-+2ee) 
Hrisrl@aat2bb+ee)] 

Pro superfiie sphaerien hacc- formula sequentem induit formam 

"IH rrulaa+bb+c0) 

uius locoetiam sequentem salva cadem praccisione adoptari posse facile confirmatur 


arygadaiezne 














Si endem formula triangulis in suporficie curra non sphaeriea applicatur , error 
generaliter loquendo orit quinti ordinis, sed insensibilis in omnibus triangulis, 
qualia in superficie telluris dimetiri lieet. 
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UNTERSUCHUNGEN 
nen 


GEGENSTÄNDE DER HÖHERN GEODAESIE. 


‚Bei den, zum Theil von mir selbst, zum Theil unter meiner Leitung, aus- 
geführten über das ganze Königreich Hannover sich erstreckenden trigonometri- 
schen Vermessungen sind, sowohl in Bozichung auf die Art, wie die Messungen 
angestellt wurden, als noch mehr in Beziehung auf ihre nachherige mathemati- 
sche Behandlung und ihre Verarbeitung zu Resultaten, Wege eingeschlagen, die 
von den sonst gewöhnlichen abweichen. Mein früher gchegter Vorsatz, nach vOl- 
liger Beendigung der Messungen dieso nebst allen von mir angewandten Verfah- 
rungsarten in einem besondern Werke darzulegen, hat, aus Ursachen, deren 
Auseinandersetzung nicht hieher gehört, bisher nicht zur Ausführung kommen 
können, und ich wähle daher das Auskunftsmittel, das im theoretischen Theile 
mir eigenthämliche in einer Reihe von Abhandlungen bekannt zu machen, um so. 
lieber, weil ich auf diese Weise die Freiheit behalte, mit Ausführlichkeit manche 
Untersuchungen zu entwickeln, welche ein selbstständiges Interosse darbieten und 
mit den übrigen in enger Verwandtschaft stehen. auch wenn von denselben bei 
meinen Messungen keine unmittelbare Anwendung gemacht ist. Dies gilt na- 
mentlich von dem grössten Theile des Inhalts der gegenwärtigen ersten Abhand- 
lung. 
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\ 
Von der Aufgabe: 
die Theile einer gegebenen Fläche auf einer andern gegebenen Fläche 
so abzubilden, dass die Abbildung dem abgebildeten in den kleinsten 
Theilen ähnlich wird 
habe ich im Jahre 1522 eine allgemeine Auflösung gegeben. welche Herr Con- 
ferenzrath Scnexaenen im 3 Heft der Astronomischen Abhandlungen hat ab- 
drucken lassen. Bei der Anwendung dieser Aufgabe auf die höhere Geodäsi 
für welche si h dus Bedürf- 
iss fühlbar. Abbildungen, welche unter der angegebenen Bedingung stehen, 











vorzüglich ergiebige Hülfsquelle wird, macht si 





durch eine besondere Benennung auszuzeichnen. und ich werde daher dieselben 
conforme Abbildungen oder Übertrogungen 
gen Beiworto eine mathematisch scharf bestimmte Bedeutung beilege. 

In der angeführten Schrift ist die allgemeine Auflösung 
kürliche Function einschliesst. auch auf mehrere bestimmte Flächen angewandt 
das letzte dort behandelte Beispiel betrifft die conforme Übertragung der Ober- 
liche des Umdrehungsellipsoids auf die Kugelfläche, und es ist [Art. 19] zugleich 
eine solche Bestimmung der urbiträren Function angegeben, die zu einer schr 
brauchbaren Anwendung auf die höhere Geodäsie benutzt werden kann. Diese 
Benutzung war a.a.0. nur kurz angedeutet, und eine ausführlichere Entwicke- 
lung vorbehalten. Ich werde jedoch anstatt dieser spesiellen Auflösung eino et- 
was abgeänderte und für die geodätischen Anwendungen noch viel mehr geeignete 
Methode zur conformen Übertragung der ellipsoidischen Fläche auf die Kugel- 
lüche in der gegenwärtigen Abhandlung entwickeln, und damit zugleich 
einer solchen Benutzung erforderliche verbinden. 


nen. indem ich diesem sonst va- 





welche eine will- 














les zu 





Die allgemeine Auflösung der Aufgal 
und sphärische Fläche, gibt folgende ulle con 
auf die andere umfassende Formel (1): 


angewandt auf die elipsoidische 
‚men Übertragungen der einen 














zei) 


T+ilogeotg4 U = f{e+ölog jeoty gu. gene 





Es bezeichwen hier 
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e die Excentrieität der Ellipse. durch deren Umdrehung um ihre kleine Achse 
die ellipsoidische Fläche erzeugt wird; 

# und 90° w die Länge und Breite eines unbestimmten Pankts auf dieser 
Fläche, mithin w den Winkel einer in diesem Punkte gegen die Fläche ge- 
zogenen Normale mit der kleinen Achso; 

T und 90°—D die Länge und Breite des entsprechenden Pankts auf der Ku- 
gelfläche; 

# die imaginire Einheit Y— 

f die Charakteristik für eine willkürlich zu wählende Function. 

Die Logarithmen sind immer die hyperbolischen 

Durch m wird das Vergrösserungsverhältniss bezeichnet werden, so verstanden, 

dnss jedes Lincarelement auf der ellipsoidischen Fläche sich zu dem entsprechen- 

den Linearelement auf der Kugelfläche verhält wie 1 zu m: dieses Verhältniss 
ist an jeder Stelle der einen und der andern Fläche ein bestimmtes, für versc 
dene Stellen veränderlich. 

Die einfachste Auflösung erhält man, indem man die willkürliche Function 
schlechthin ihrem Argumente gleich, oder 























setzt, und diese Übergangsart ist in der That auch die geeignetste, wenn die 
‚Janze Oberfläche des Ellipsoids auf die Kugelfläche übertragen werden soll. Für 
die Anwendung auf geodätische Rechnungen. wo immer nur ein vorgleichungs- 
weise’schr kleiner Theil der Erdfläche in Betracht kommt, is s aber, wio schon 
a.a.0. bemerkt ist, viel vortheilhafter, der Function noch einen constanten und 
zwar imaginfren Theil beizufügen. oder 


Fi 


zu setzen. Es lassen sich dann der Halbmessor der Kugel und die Constante & 
so bestimmen, dass die das Vergrösserungsverhültniss ausdräckende Grösse m, 
von deren geringer Ungleichheit innerhalb der Grenzen der dargestellten Fläche 
dio Bequemlichkeit der Anwendung auf geodätische Rechnungen vornehmlich ab- 
hängt, für den mittlern Parallelkreis = 1, und bis zu einigen Graden Entfer- 
nung nach Norden und Süden kaum merklich von ı verschieden wird; die Ab- 
weichung von dem Werthe 1 ist nemlich von der zweiten Ordnung in Beziehung 








—ilogk 
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auf den Abstand vom mittlern Parallelkreise, und enthält ausserdem noch die Ab- 
plattung oder das Quadrat von e als Factor. 

Allein dieser Vortheil lässt sich noch sehr vergrössern, wenn man anstatt, 
jener Bestimmung der willkürlichen Function eine etwas abgeänderte, für die 
Rechnung fast eben so bequeme wählt, indem man nemlich unter Zuzichung ei- 
ner zweiten Constante a, 


fo=au—ilogk 


setzt. Man hatdann in seiner Gewalt, durch zweckmässige Bestimmung der bei- 
den Constanten zu bewirken, dass die Abweichung des Vergrösserungsverhält- 
nissos m von dem Werthe 1, in Beziehung auf den Abstand vom mitlern Pa- 
rallelkreise eine Grösse der dritten Ordnung wird, ungerechnet den auch hier 
bleibenden Factor ee. 





3 
Die Formel 1 gibt, bei dieser Bestimmung der Function 

Tal, seta een @ 

tung} U = ktangtw“( [0] 





und für m findet man leicht, aus den in der mehrerwähnten Schrift entwickelten 
Grundsätzen, den Ausdruck 


san Wvli-eemu) “o 


wenn durch a die halbe grosse Achse des Ellipsoids und durch A der Halbmes- 
ser der Kugel bezeichnet wird. 
Die Differentiation der logarithmisch ausgedrückten Gleichung 3 ergibt 
au 








oder 





Ebenso ergibt die Differentiation der Gleichung 4 


logm = cotg UAU- cotgwdw +“ 





jede 
Dr 






= og VAU- 
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folglich, wenn man mit Hülfe von 5 entweder dU oder de eliminirt, 












6) 
BU) 
Durch eine nochmalige Diferentiation der Gleichung 7 erhält man 
gaben ulm, ine dw 
av: ac Teer 
= vet äge 6) 


Soll nun für eine bestimmte Breite (Normalbreite) der Werth von m der 
Einheit gleich werden, für andere Breiten hingegen nur um Grössen der dritten 
Ordnung von 1 abweichen, die Breitenunterschiede als Grössen erster Ordnung 
betrachtet, so muss, wenn die Normalbreite auf dem Bllipsoid mit P, die ent- 
sprechende auf der Kugel mit @ bezeichnet wird, für 1 = 90°—_P, 
in Gemässheit der Gleichungen 4, 7, 8 sein: 





ar ) 





ne an 


Durch diese Gleichung ist demnach « gegeben, sobald für P ein bestimm- 
tor Werth gewählt ist; Q kann sodann durch Gleichung 10, und A durch Glei- 
chung 9 bestimmt werden; endlich ergibt sich k durch die Substitution von 
90°—Q in der allgemeinen Gleichung 3, nemlich 


[724 








m 2...) 








Die Berechnung der Constanten A, a. & und der Normalbreite auf der 
Kugel Q aus P und e wird man, da alle diese Grössen wie Grundlagen für die 
“2 
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Anwendung auf eine gewisse Zone zu betrachten sind, gern mit besonderer Sorg- 
falt und Schüefe auszuführen wünschen, und es verdienen daher einige dazu dien- 
liche Umformungen hier einen Platz: eine Umformung wird ohnchin notAwendi 
wenn man von einer bestimmten Normalbreite nicht auf dem Ellipsoid sondern 
auf der Kugel, also von einem gegebenen Werthe von Q ausgehen, und daraus 
die übrigen Grössen berechnen will. 
Führt man drei Hülfswinkel 








Cum ein, so dass 








ing=e. 2... (18) 
tangt 1a 
tangn vs) 

so wird 

a: erree 
DL I Eer 712 ee am 


mp ...nnnnen: 
in angltangQ ..... E 
tangH{P—Q) = tangil.tangin. - 
sin (25-7) 












Die Gleichung 19 folgt leicht aus dor Verbindung von 15 und 17; 
19 aus der Verbindung von 15, 17, 19; forner 20 aus 17, 18, 10, endlich 21 
aus 14 und 17. 

Am schärfsten wird man rechnen. wenn man, in dem Falle wo P gege- 
ben ist, sich der Formeln 14, 15, 20 bedient, um der Reihe nach {.n. @ zu 
bestimmen; für den Fall hingegen, wo @ gegeben ist, vermittelt der Gleichun- 
gen 21, 19, 20 die Werthe von &, 1, P ableitet: zur Controlle mag man dann 
noch eine oder einige der übrigen Gleichungen benutzen. Führt man noch einen 
vierten Halfıwinkel 0 ein, nach der Formel 
I EEE: en 





iin 





so wird 
Gosp = osL om 2.) 
und die Formeln 9 und 12 erhalten folgende Gestalt: 
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5. 

Ich begleite die Vorschriften dieser ganzen Abhandlung mit einer auf das 
schärfste durchgeführten numerischen Anwendung, welche andern, die zur Ver- 
arbeitung ihrer Messungen die hier vorgetragene Methode benutzen wollen, ent- 
weder als Rechnungsmuster zur Construction der erforderlichen Halfstafeln, oder 
auch schon unmittelbar als Hülfsapparat für einen grossen Theil der gemässigten 
Zone dienen kann. In den meisten Fällen wird man übrigens sich mit einer viel 
geringern Schärfe begnügen können. 

Als Normalbreite wähle ich 52°40', welche ungofähr dem mittlern Paral- 
lelkreise des Königreichs Hannover entspricht; da es jedoch in einigen Bezichun- 
gen vortheilhafter ist, wenn für die Normalbreite auf der Kugel, als wenn für 
die auf dem Ellipsoid eine runde Zahl gewählt wird, so setze ich 








a=2 0 
Die Rechnung führe ich nach den neuesten von Besstu, aus den Gradm 
sungen abgeleiteten Erddimensionen (Astronomische Nachrichten 19. Band. 110), 
wonach, die Toise zur Einheit angenommen, 
loga 
logcosg 


Es folgt hieraus, mit Hülfe der zehnzifrigen Logarithmen , 


1° a1’ 9° 09202 
8,9122052070 
G = 19 43720790402 








5149235337 
9985458202 














n=2 15 4234088 
P=sa 23001 
loga = 0,0001960553 





0 = ra ur zu00n 
log = 0,0010708804 
1gA=  6,6152074703 








Nimmt man das französische gesetzliche Moter als Einheit an, so wird 
1ogA — 6,8050274003 


a2 
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Wählte man hingegen den zehnmillionsten Theil des Erdquadranten selbst, nach 
obigen Dimensionen, zur Einheit, so würde sein 
10gA = 0,9049902305 


6. 

Die Berechnung der Breite auf der Kugel aus der Breite auf dem Eilipsoid. 
kann füglich nach der Formel 3 geführt werden, wenn sie nur für wenige Fälle 
gefordert wird; für ausgedehntere Anwendungen hingegen wird der Gebrauch 
einer Reihe vortheilhaft sein. zu deren Entwicklung hier die nöthigen Formeln 
gegeben werden sollen. 

Ich bezeichne eine unbestimmte Breite auf dem Ellipsoid, oder einen un- 
bestimmten Werth von 90°—w. durch P+p, und die entsprechende Breite 
auf der Kugel, oder den Werth von 90°—U durch Q@+g. Nach dem Tar- 
tonschen Lehrsatze wird 








eat usw 





wo für die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Werthe zu substituiren 
sind, welche zu = 0, oder zu = 90’—P, U= 90°— Q gehören. Die suc- 
cessive Entwicklung der unbestimmten Differentialquotienten ergibt 








av 


etimenjnat 








lalı—ee)eos U- cosır-+ee[cosa* 





2cosw sinw)] 





eg laali—eo?(eon U°— in U) 

i — 3a (1—ee)cos Ufcosw—ee (cos? — 2cosw sinı))) 
+ 2008w' Hein? —ee(t cos! — 2sinut) 
+ei(2cosw® — cost sin w' + 6cosw'sinu')] 





Die beiden folgenden, welche ich gleichfalls entwickelt habo, setze ich um den 
Raum zu schonen in ihrer unbestimmten Form nicht hicher. 

Die Substitution von  — W'—P, U=90'—Q ergibt dann, wonn 
zugleich 
anstatt asinQ@ der Werth sin? (nach Gleichung 10), und 
anstatt acosQ der Werh „EZ — "EHE (ch Gleichung 19,10, 29) 
substituirt, und zur Abkürzung cos P = e. sin P=s geschrieben wird, 
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WU _ oncong, 





ibecH1255+ee(sse 
+els2sdsst1Tices‘ 


318C000495') 
54) + 208220) 








Bei dieser Entwicklung von q in eine Reihe nach 7 ist stillschweigend vor- 
ausgesetzt, dass beide Grösson in Theilen des dem Halbmesser gleichen Bogens 
ausgedrückt sind: soll dagegen q Secunden und p Grade bedeuten, so muss dem 
ersten Glicde der Reihe der Factor 900, dem zweiten der Factor =? — 307, 
dem dritten der Factor 3600 (5,)' = #rr u.s.f. beigefügt werden. Unter die- 
ser Voraussetzung gibt die Anwendung der Formeln auf unser Beispiel folgende 
Zahlenwerthe, welche ich in eine solche Form setze, dass weitgestreckte Decimal- 
rüche vermieden werden: 














q= 350556769447 ., 


+3041,380524.2,° 





— 948,200509.(;5;) 


—4135,390097. 5)" 





+ 227,01342 


welche Reihe, da p in der Anwendung nur wenige Einheiten betragen soll, 
immer schr schnell convergirt. Um für die Richtigkeit dieser Zahlen eine Be- 
stätigung zu erhalten, habe ich die Rechnung für p = —6 und für p= +6, 
für 








P+p= 40° 42° 759251 und für 
P4p=5s 42 2,59251 


sowohl nach der Reihe, als 
Reihe gibt, 





ıch der endlichen Formel 3 ausgeführt. Die 
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Q+g = 40° 10° 37709704 
a4 = 38 30 11,00286 





die endliche Formel hingegen 


+2 
+7 


also so genau übereinstimmend, wie zehnziftige Logarithmen nur verstatten. 


46° 40° 37"00704 
3839 44.00283 





7. 
Auf ähnliche Weise lässt sich der Logarithn von m in eine Reihe ent- 
wickeln, deren erste Glieder folgende sind: 


ep iR eotireenjp! 


rt (2ec—335—ee[i0cd—20c055— 64") 
—elss[104 04 22ccss-+33'))p 









logm ep 





Auch das folgende Glied habe ich (auf einem andern Wege) entwickelt, jedoch 
nur nach dem Hauptbestandtheile des Cotficienten, welcher von der Ordnung 
ee ist, und dafür gefunden: 


A ae 18ccss 1500) 
Der durch diese Reihe ausgedrüickte Logarithın ist der hyperbolische, und 
p wird, wie oben, in Theilen des Halbmessers ausgedrückt verstanden: verlangt 
man den briggischen Logarithmen, indem man p Grade bedeuten lässt, so muss 


‚noch der Modulus als Factor hinzukommen und #2 für p geschrieben werden, 
In dieser Gestalt wird für unser Beispiel 








logm = —0,0049612433(2,)" 





—0,0017320876 5,3" 
—0,002393772 (2,)* 


or 
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Die Anwendung dieser Reihe auf die oben betrachteten einzelnen Fälle gibt 


für p=—6, logm 
für p= +6, logm 


+0,000001030448 
—0,000001008531 





Die endliche Formel 4, welche man auch so schreiben kann 





gibt, mit zehnzifrigen Logarithmen berechnet, bis auf die zehnte Zifer genau 
dasselbe. 


Ds 

Für die umgekehrte Aufgabe, wo g gegeben und p gesucht wird, ist die 
Entwicklung in eine Reihe noch wesentlicher, da die endliche Formel 3 in dio- 
sem Falle nur auf indiroetem Wege zum Ziele führen könnte. Der Taruonsche 
Lehrsatz gibt 





de _ ddr de 
a te PT. 











wo für die 
welche zu q= 


ierentialquotienten diejenigen bestimmten Werthe zu setzen sind, 
oder U=90°— Q, w=90°—P gehören. Für die unbe- 





stimmten Werthe der drei ersten Differentialquotienten ergeben sich folgende 
Ausdrücke 


ur 


ar jan (1—eej?(cos U?+ 2sin U?) 
—3a(1—ee)cos Vcosw(1— eelcosu'—2sinu”)) 
+eosw? —einu?— ee[2conw'— 12cosw*sinu + 2sin‘) 
+et(oosut —11coswtsin' + Scoawtsinwt]] 






(all—eejeon U—oosw-+ eecosw co’ — 2sinu*)) 








Die beiden folgenden gleichfalls vollständig entwickelten Coefleienten setze 
ich um den Raum zu schonen, nicht hicher, da sie doch nur Zwischengrössen 
sind, um zu den Endresultaten zu gelangen. Diese finden sich nach der Sub- 
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stitution von 90°—P, 90°—Q anstatt w. U, und nach Anwendung der im 
6. Art. angegebenen Umformung von @cosU und asin U, indem zugleich zur 
Abkürzung €, s anstatt cosP, sin? geschrieben wird, wie folgt: 





Hmamagp 16ec—1288-Hee{i1e'—522cess+813') 
ES 1530 CC +2 HET Ve +reg 


+ust 


Die numerischen Werthe für unser Beispiol finden sich daraus in ähnlicher 
Form wie oben, d.i. wenn p in Sccunden, q in Graden ausgedrückt wird. 





p= 30092122 





— 3052, 049780) 
+1002, 642506 





+4119,599282 


_ 11,181, ut. 


. 

Auf ähnliche Weise ist der hyperbolische Logarithm von m in folgende 
nach Potenzen von g fortschreitende Reihe entwickelt, wobei der Co&fficient von 
4° nur nach seinem Haupiheile auf anderm Wege abgeleitet ist: 





[200 —3850-+ee(20°— 10085485) 
ee ee] 
@e-iscess—13s)g" 
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Die Zahlenwerthe in unserm Beispiele (für deu briggischen Logarithmen, 
und q in Graden ausgedrückt) sind 


logm = —0,0049796103 914)" 





0016150307 6 (1) 





0093973051 (; 





0125871 ( 


"0. 

Bei einer weitumfussenden Vermessung. wo die Übertragung vo 
roid auf die Kugel oder umgekehrt für schr viele Punkte vorkommt, wird man, 
anstatt jedesmal auf die Formeln zurückzukommen , lieber ein für allemal 
ausgedehnte Tafel berechnen. Der Gebrauch einer solchen Tafel wird aber be- 
quemer sein, wenn man ihr die Breite auf der Kugel Q-+9 zum Argument gibt, 
als wenn man die Breite auf dem Sphäroid dazu wählen wollte. indem der 
Übergang von ersterer auf die andere viel häufiger erfordert wird. als der umgo- 
kehrte. Für jeden Rechnungserfahrnen wird übrigens die Bemerkung überflüssig 
sein, dass man behuf Construction einer solchen Tafel nur eine müssige Anzahl 
von Gliedern direet berechnet, aus denen die übrigen mit eben so groser Schärfe, 
und sehr geringer Mühe durch ein angemessenes Interpolstionsverfahren bestimmt, 
werden. Es werden also daftır die 
Anwendung kommen, und gerade deswegen ist es vorthei 
sondern Q eine runde Zahl sci, 

Ich füge am Schluss dieser Abhandlung eine solche Tafel b 
Normalwerth Q= 52°40° {wie dem bisher betrachteten Beispiele) zum Grunde 
liogt, und die durch zwölf Grade. von 40°40° bis 88%40, für alle Wertho des 
Arguments @-+4 von Minute zu Minute fortschreitet. Sie gibt den zugehöri- 
gen Werth von P-+p auf fünf Decimalen der Secunde genau; ferner den brig- 
nemlich in Einheiten der zel 

























welcher dor 














gischen Logarithmen von m auf zehn Stellen 

Deeinale; endlich auch noch, in Secunden ausgedrückt, den Werth von — A"; 

der Gebrauch dieser letzten Colunne wird weiter unten erklärt werden. "Ich 

habe die Tafel deshalb mit so viclen Decimalen gegeben, damit sie auch für die 

allerschärfste Berechnung einer trigonomotrischen Vermessung, nemlich für eine 
1 
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Durchführung derselben mit zehnzifrigen Logarithmen., vollkommen zureiche. 
Jeder, der diese Tafel zur Berechnung von Messungen innerhalb dieser Zone be- 
nutzen wil, wird, wenn eine geringere Schärfe ihm genügt (und dies int aller- 
üings der gewöhnlichste Fa) nach Gefallen 
sen. In welcher Form man übrigens auch die Resultate 
mag, so sollte diess, consequenter Weise, immer in einer Schärfe geschehen, die 
der Schärfe der Messungen selbst entsprechend ist, so dass man aus den Zahlen 
der Resultate immer rückwärts die beobachteten Grössen eben so scharf wieder 
finden kann, wie sie gemessen waren. Wählt man also dazu ausschliesslich die 
Längen und Breiten, s0 wirde trigonometrischen Messungen selbst von nur mässi- 
ger Schärfe, durchaus nicht ihr Recht widerfahren, wenn man die Resultate nur 
in solcher Schürfe ansetzen wollte, wie Längen und Breiten sich auf astronomi- 
chem Wege bestimmen lassen: man würde dadurch nur einen falschen Maass- 
stab für die Güte der Arbeit erhalten, und sich oft gerade der durchgreifendsten. 
Prüfungen diesor Güte entäussern. 












1. 

Die Benutzung der hier betrachteten conformen Übertragung der Eilip- 
soidfläche auf die Kugelfläche zur Berechnung trigonometricher Messungen kann 
auf mehr als Eine Art geschehen: in der gegenwärtigen Abhandlung wird nur von. 
der unmittelbaren Benutzung die Rede sein; andere abgeleitete Arten, sie zu je- 
‚nem Zwecke zu benutzen, sollen einer zweiten Abhandlung vorbehalten bleiben, 

Die unmittelbare Benutzung ist im Wesentlichen schon in der oben ange- 
führten Schrift kurz angedeutet. Ein auf der Oberfläche des Ellipsoids durch 
kürzeste oder sogenannte geodnetis gebildetes System von Dreiecken 
wird auf der Oberfläche der Kugel durch ein Dreieckssystem dargestellt, worin 
die Winkel den entsprechenden auf dem Sphacroid genau gleich sind, die Seiten 
hingegen, wenn sie nicht Meridianbögen sind, zwar nicht in aller Strenge Bögen 
Grösster Kreise werden, aber doch von solchen so wenig abweichen, dass sie in 
den meisten Füllen als damit ganz. zusammenfallend betrachtet werden dürfen, 
oder dass wenigstens die Abweichung. da, wo die grösste Genauigkeit gefordert 
wird, mit aller nöthigen Schärfe leicht berechnet werden kann, immer voraus- 
gesetzt, dass 














vo Lin 
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erstens die Dreiecke sich nicht gar zu weit von dem Normal-Paralleikreise 
entfernen, und 
zweitens, dass sie vergleichungsweise, nemlich nach dem Verhältnisse der 
Seiten zu einem ganzen Erdquadranten, klein sind, wie bei wirklich 
messbaren Dreiecken immer der Fall ist. 

Dieses genaue Auschmiegen der auf die Kugelfläche übertragenen Dreiecks- 
seiten an Grösste Kreisbögen findet nun bei der in Obigem betrachteten conformen 
Darstellung in noch viel höherm Grade Statt, als bei der a.u.. vorgeschlagenen. 
Wo diese [nach Art. 13] bei einem Abstande von 2; Grad von dem Normal-Paral- 
lelkreise eine linearische Vergrösserung von yrsas ergab, würde die neue Me- 
thode nur eine Anderung von Frese geben. 

Man kann daher das ganze System, nachdem man zuvörderst eine Drei- 
ecksseite auf die Kugelfläche gehörig übertragen hat, ganz so, als wenn es auf 
dieser selbst läge, vermittelst der Winkel berechnen, nöthigenfalls mit der eben 
angedeuteten Modification, sodann für alle Punkte die Werthe der Breiten und 
Längen bestimmen, und von diesen vermittelst der oben gegebenen Formeln, oder 
vielmehr was die Breiten betrifft, vermittelst einer solchen Hülfstafel, wie hier 
beigefügt ist, auf die Breiten und Längen auf der Ellipsoidfläche übergehen. 











1. 
Es bleibt demnach hier noch übrig, die Bestimmung der Abweichung einer 
auf die Kugelfläche übertragenen geodaetischen Linie von dem zwischen denselben 
Endpunkten enthaltenen Grössten Kreisbogen zu entwickeln, wonach sich zu- 
gleich in jedem Falle beurtheilen lässt, ob die Berücksichtigung dieser Abwei 
hung nöthig werde. "Man kann diese Aufgabe auf mehr als eine Art behandeln: 
für den gegenwärtigen Zweck, wo die Reduction immer nur eine schr kleine 
Grösse betragen kann, scheint folgende Methode die angemessenste zu sein. 

Es sei Z die in Rede stehende geodaetische Linie auf dem Ellipsoid in un- 
bestimmter Ausdehnung betrachtet, M ihre conforme Darstellung auf der Ku- 
gelfäche, F und & die Endpunkte eines bestimmten Stückes von M, endlich 
N ein durch diese beiden Punkte geführter Grösster Kreis. Jeder Punkt in N 
willkürlich auf N 
gewählten Anfangspunkte; jeder Punkt von M durch seinen senkrechten Ab- 
stand y von N und durch das dem Fusspunkte dieses Perpendikels zukommende, 

a 





werde bestimmt durch seinen Abstand 2 von einem zunäch 
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2 Diese Coordinsten sind als in Theilen des Halbmessers ausgedrückt verstan- 
den, und müssen demnach noch multiplicirt werden mit A. wenn man sie nach 
ihrer Lincargrösse, oder mit 206265”, wenn man sie in Bogentheilen ausgedrtickt 
verlangt. 

Ein Element von M wird durch 


Veoy’astay) 
oder durch S°Y.da ausgedrückt, wenn man 


av 
(a tanzt 





setzt, wo mithin $ die Neigung des Elements gegen die Parallele mit N bedeu- 
tet. Um die Vorstellung zu fixiren, mag man sich die x von der Rechten nach 
der Linken, die y von unten nach oben wachsend denken, wodurch also der 
Sinn positiver % von selbot bostimmat it 

Das wie oben mit m bezeichnete Vergrösserungsverhältniss beim Uebertra- 
gen der ellipsoidischen Fläche auf die Kugelfläche kann hier wie eine Function 
von x und y betrachtet werden: die Grösse des Elements von Z, dem jenes Hle- 
ment von M entspricht, wird 














du .de 
vr 
sein, und wenn zur Abkürzung 
Vogtang (10° + 19) = 





gesetzt wird, wo mithin n gleichfalls Funetion von & und y, oder was auf Fir 
cs hinausltuf, von = und u sein wird, so hat man 

ungy it 
und das Element von Z 





An.dr 
Die Natur der Linie M wird also durch die Bedingung bestimmt, dass zwi- 
schen ingendwelchen bestimmten Gronzen das Integral [da oder 


Sava+gs)dr 
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ein Minimum werden soll, wofür nach den Regeln der Variationsrechnung sich, 
die Gleichung ergibt 


oder 





an 





Unter 4# ist der partielle Differentialquotient verstanden. Diese Formel ist 
strenge und allgemeingültig. Für unsern Zweck aber. wo bloss das zwischen 
Fund @ liegende Stück der Curve M in Betracht kommt, in deren sämmtlichen 
Punkten u und % nur schr kleine Werthe haben können, dürfen wir ı anstatt 
c0s% und tang anstatt sin’ schreiben, mithin 





je-dr = d.ntangp 


oder 
ntangy = [12 de+ Const. 


setzen, zugleich aber auch in dieser Formel anstatt der Werthe, welche n und 
“; 5 En 


42 in der Linie Af haben, diejenigen anwenden, welche in den correspondiren- 
den Punkten der Linie N {für u — 0 oder y = 0) Statt Anden, und folglich 
mit den Werthen von 4 und — EN, übereinstimmen. 

Zur bequemarn Ausführung dor weiters Entwicklungen sollen jetzt die Ab- 
scissn von dem Punkte F' an gezählt, oder in diesem Punkte == 0, in G 
hingegen 2 A gesetzt werden; ich sotze ferner 4, welches im Allge- 
meinen zwar Function von 2 und y ist, hier aber bios nach seinem in der Li 
nie N oder für y = 0 geltenden Werthe, also als Function von = allein be- 
trachtet wird: endlich seien 4%, m’, 1", die bestimmten Werthe von 4. m, £ in 
dem Punkte F, und m‘, U die in dem Punkte G. Die obige Formel wird 
hienach 














ungy == 


wo die Integration von x = 0 anfüngt. Nehmen wir nun an, dass Zund m in 
folgende nach Potenzen von & fortschreitende Reihen 
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ı 





P-+Ar+Krr+ usw. 
mine tpert urw. 





entwickelt sind, so ergibt die Rechnung 


tangp = (IH pat pc usw.) tangd® 
HR usw. 


und hieraus, weil u — ftangp.dr 


(+1e22 +47 + usw.) tangg" 
Ka 2 Ben 1 Eon TE an a re TE TUE 


wo keine Constante hinzuzufügen ist, weil für == 0 auch u= 0 wird. Da 
nun auch für 2= A, u— 0 wird, so folgt aus diesor Gleichung 


ung? = HH Aa + usw. 


Wird in der Gleichung für 4 auch anstatt & der Worth A, ünd statt tung; 
der eben gefundene substituirt, so ergibt sich 


DA DR usw. 














PHAAERAht usw 
m = mitt äht usw) 


so wird 


GPHANE— HRH erg) 
+ retr 
(+ Oh 
rt at A as. 





Pal) usw. 





HE 


also in den beiden ersten Gliedern oder bis auf die Ordnung AA mit obigen Wer- 
then von tang}", tang$ übereinstimmend: diese bequemen Ausdrücke können 
daher als hinreichend scharfe Werthe dieser Tangenten, oder unter Hinzuftigung 
des Factors 206265” als die Werthe der Winkel 4,4 selbst angenommen werden. 

Die Länge der Linie L selbst, zwischen den Punkten auf dem Ellipsoid, 
denen auf der Kugel die Punkte F, G entsprechen, ist das Integral 
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von a= 'h ausgedehnt; es wird aber immer erlaubt sein, darin so- 
wohl cosy als cosy—1 zu setzen, und für m denjenigen Werth, welcher in 
der Linie M oder flr y= 0 gilt, wodurch also das Integral 
= nn Mai: NER 
Aliriirrer Wer 
= Ah phht (ep) R— usw) 
wird. Es ist immer zureichend, den bis auf die Ordnung AA damit übereinstim- 
menden Werth 











ei 

ven 
dafür anzunehmen. 

13. 
Die Bestimmung der Grössen 1°, 7 geschieht auf folgende Weise. Es sei 

4 der Winkel, welchen an irgend einer Stelle des Grössten Kreisbogens N die- 
ser in dem Sinne wachsender & mit dem Moridian in dem Sinne von Norden nach 
Süden genommen macht. den Winkel von diesem zu jenem in dem Sinne von der 
Linken nach der Rechten gezählt; es sei ferner 8 die Breito an jener Stelle, 7 
die Länge von einem beliebigen Meridian an ostwärts gerechnet. Man hat dann 
nselbst 





A8 = —oosg.detsiny.dy 








ar — ka hay 
und folglich den partiellen Differentinlquotienten 
An dm er dm 





Sinn 





Da nun bei unserer conformen Ucbertragung m von der Lünge unabhängig 
oder Ar 0 ist, so wird 





im 
Kinds 

Bezeichnet man die Werthe von y in den Punkten F und G mit F* und 
150°4-V" (so dass nach gewöhnlichem Sprachgebrauche 7° das Azimuth des 
Grössten Kreisbogens FG in F, und V” das Arimuth des Grössten Kreisbogens 
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GF in @ bedeutet); imgleichen die (immer negativen) Werthe von 3” in 
denselben Punkten mit —A, —K, so wird 





2062857 — —2Ksin 7° 
206205777 = + 2R sin 77 
Die im vorhergehenden Artikel gegebenen Ausdrücke für 4. X. in Sccuu- 


den verwandelt, werden daher, wenn man die von der Einheit hier nur unmerk- 
lich abweichenden Faetoren Y", Yi% weglässt, 








Die dieser Abhandlung beigefügte Tafel gibt in der letzten Columne unter 
der Ueberschrift k die Werthe von A, X für die entsprechenden Werthe von $, 
die in der ersten Columne unter der Ueberschrift Q-+g aufzusuchen sind; da 
k immer positiv ist, und sin P®, sin” immer entgegengesetzte Zeichen haben, 
so wird 4 negativ. # positiv, wenn G@ ‚westlich von F liogt und umgekehrt: 
bei der Berechnung erinnere man sich, dass in diesen Formeln h als in Theilen 
des Halbmessors ausgedrückt vorstanden wird, also dor in irgend einem Längen- 
mansse gegebene Abstand der Punkte F, G zuvor mit dem in gleichem Maasse 
ausgedrücktem Werthe von A zu dividiren ist. 

Da in unserer conformen Übertragung der Ellipsoidfläche auf die Kugel- 
che ein Meridian auf jenor wiederum durch einen Meridian auf dieser darge- 
stellt wird, so ist klar, dass jedes Element von Z, dieselbe Neigung gegen den 
Meridian hat wie das entsprechende Element von M, und dass folglich die Azi- 

the der geodsetischen Linie in ihren beiden Endpunkten resp. 7°+4° und 
WER ei warden Mu eerumgekehme dien gran, ap worden a sul 
Kugelfläche reducirt durch Anbringung von — 4", —. und für die Berechnung 
dieser stets fast ganz verschwindenden Reductionen ist cs offenbar ganz gleich- 
gültig, wenn man in den obigen Formeln anstatt 7" 
Ellipsoid anwendet. 














H° die Azimuthe auf dom 





u 
Um nach den gegebenen Vorschriften die Reductionen der Itichtungen, be- 
uf der Übertragung vom Bilipsoid auf die Kugel oder umgekehrt, berechnen zu 
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können, ist zwar eine genäherte Kenntniss der Grösse der Linien, der orientirten 
Azimuthe, und der Breiten der Endpunkte erforderlich, was nur durch 
läufige Berechnung der Dreiecke zu erhalten ist: allein dieser Umstand ist durch- 
aus unerheblich, da eine vorläufige schon die Ausführung der Messungen Schritt 
für Schritt begleitende Berechnung ohnehin in vielen Beziehungen räthlich, und 
zur Centrirung der excentrisch gemessenen Winkel, so wie zur Bestimmung des 
sphärischen oder sphäroidischen Excesses der Winkelsumme jedes Dreiecks sogar 
nothwendig ist: ja für den ersten Zweck wird, bei der Geringfügigkeit jener Re- 
duetionen, schon eine ganz rohe Annäherung immer zureichen, während das 
scharfe Centriren zuweilen, bei etwas beträchtlicher Excentricität der Standpunkte, 
eine viel weiter getriebene Annäherung erfordern kann. Ich habe die Vorschrif- 
ten deshalb entwickelt, damit man, wenn man jene Reductionen berücksichtigen 
will, alles zu ihrer schärfsten Berechnung nöthige bereit finde, oder wenn man 
ie nicht berücksichtigen will, leicht und bestimmt überschen könne, wie wenig 
man dadurch aufopfert. Bei dem ganzen Hannoverschen Dreieckssystem sind die 
Reductionen durchgehends so äusserst gering, dass ihre Berücksichtigung als 
gänzlich überflüssig erscheint, und in der ganzen Ausdehnung der Zone von zwölf 
Breitengraden, für welche ich den Hülfsapparat beifüge, bleiben sie noch unter- 
halb derjenigen Bogensecundentheile, auf welche man sich bei den meisten Mes- 
sungen in der Rechnung zu beschränken pflegt. Um diess recht evident hervor- 
treten zu lassen, füge ich hier noch die numerische Rechnung für ein Paar Bei- 
spiele bei. 

In dem Hannoverschen Dreieckssystem kommen die grössten Reductionen 
vor bei den Richtungen der Seiten des Dreiecks Brocken-Hohehagen-Inselsberg, 
welches Dreieck zugleich das grösste und das von dem Normal-Parallelkreise am 
entferntesten liegende ist; bei allen übrigen Dreiecksseiten überschreiten die Re- 
uctionen nirgends zwei Tausendtheile dor Secunde, und die meisten erreichen 
nicht einmal den Werth 0'001. 

Es ist für diese Punkte 
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Die Logarithmen der Seiten des Dreiecks in Toisen sind 


Hohchagen-Inselsberg 4,6393565 
Inselsberg-Brocken 4,7353920 
Brocken-Hohehngen 4,5502869 


Die Azimuthe sind 


Standpunkt Brocken 
Inselsberg 5° 42° 22° 
Hohehagen :8 40 8 

Standpunkt Hohehagen 
Brocken 2389 2 
Tnselsberg 324 28 1 

Standpunkt Inselsberg 
Hohehagen 144 55 51 
Brocken 185 35 21 





Man braucht hiebei zwischen Werthen auf dem Sphacroid und denen auf 
der Kugel nicht zu unterscheiden, da für die Logarithmen der Abstände erst in 
der achten oder neunten Decimale, für die Azimuthe erst in den Tausendtheilen 
der Secunde Ungleichheit eintritt, und für unsern Zweck Logarithmen mit vier 
Deeimalen und Azimuthe in Minuten schon überflüssig genau sind. Die Rech- 
nung nach obigen Formeln gibt hiermit folgende Reductionen,, wie sie mit ihren 
Zeichen zu den Arimuthen auf dem Sphaerojd addirt werden müssen, um die 
Azimuthe auf der Kugel zu erhalten: 


Brocken-Inselsberg  +0"00055 
Brocken-Hohehagen  +0.00196 
Hohehagen-Brocken — 0, 00238 
Hohehugen-Inselsberg —0.00392 
Inselsberg-Hohehagen +0, 00428 
Inselsberg-Brocken —0,00083 





Die Winkel des Dreiccks auf dem Sphacroid (zwischen den geodätischen Li- 
nien) empfangen also zur Reduction auf die Winkel des Kugeldreiecks (zwischen 
Grössten Kreisbögen) die Aenderungen 
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Brocken +0"00141 
Hohehagen —0,00094 . 
Inselsberg  —0, 00511 


Ein zweites Beispiel entlchne ich aus der trigonometrischen Vermessung der 
Schweiz”), wo das grösste Hauptdreieck zwischen den Punkten Chasseral, Suchet, 
Berra eben an die Grenze der Ausdehnung unserer Hülfstafel füllt Wir haben 
für diese Punkte 








Breite. 
autdem Fiipeoid | aufder Kugel a 
ru‘ F 








Pe or 
4646.23 | 46 44 57 
464036 | 46 39 11 | 7,178 














Die Lögarithmen der Dreiecksseiten in Metern sind. 


Suchet-Berra 4.7473303 
Berra-Chasseral 4,7133700 
Chassseral-Suchet 4,7808708 


Die Azimuthe 
Standpunkt Chasserol 

Suchet 48° 36° ar 

Bora 310 21 54 
Standpunkt Suchet 

Chasseral 228 10 40 

Berra 280 47 19 


Standpunkt Berra 
Suchet 101 18 40 
Chasseral 109 27 22 





Azimuthe auf die Ku- 


Hieraus ergeben sich die Reductionen der Sphaeroi 
gel-Azimuthe 


Ingen in der Schweiz, heraungegeben Von 4. Kacnsas. 





ur 
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Chasseral-Suchet -+0704536 
Chasseral-Berra —0, 00966 

Suchet-Chasseral +0,06221 

Suchet-Berra, +0,01014 

Berra-Suchet  —0,04717 

Berra-Chasseral —0,00039 

also auch hier ohne Einfluss auf die Rechnung, die in dem angeführten Werke 
auf Zehntel der Secunde geführt ist. 


15. 

Die in den Artt.12 und 13 behandelte Aufgabe ist zwar durch die gegebe- 
nen Vorschriften mit einer für die Anwendung überflüssig ausreichenden Genauig- 
keit aufgelöset; indessen ist es dach der Mühe werth, und zur gleichmässigen 
Vollendung einer in der Folge mitzutheilenden Untersuchung sogar nothwendig, 
für einen speciellen Fall die Genauigkeit noch um eine Ordnung weiter zu trei- 
ben: dieser specielle Fall steht unter der Bedingung, dass die Linie N in einem 
zwischen F und @ liegenden Punkte H den Normalparallelkreis treffe. Es ist 
in diesem Falle vortheilhafter, den Anfangspunkt der z, nicht wie oben in F} 
sondern in H zu sotzen, wodurch bewirkt wird, dass bei der Entwicklung von Z 
und m in nach Potenzen von @ fortschreitende Reihen in der erstern das erste 
und zweite Glied, in der andern das zweite und dritte ausfallen, oder dass sie 
folgende Form haben: 





1 ziert uw. 
mit Hat usw. 


Für unsern Zweck wird von den Coöficienten in diesen Reihen nur der eine 
X erforderlich sein, wofür sich aus der im 0 Art. für logm gegebenen Formel 
verbunden mit don Entwicklungen des 13 Art, leicht folgender Ausdruck ablei- 
ten lasst: 





in welcher e, P, 9,0 ihre oben erklärten Bedeutungen behalten, und für 7 das 
in dem Punkte I Statt findende Azimuth des Bogens N zu setzen ist. 
Werden obige Reihen bei der Integration der Gleichungen 
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du = tangd.de 


angewandt, so ergibt sich, 





fang} = Aitpr + pet uw) rat. 
u BAU tHter ++ re 


Die durch die Integration eingeführten Constanten, %, 8, Inssen sich durch 
die Bedingung bestimmen, dass u = 0 werden muss für die beiden Werthe von , 
welche den Punkten F, @ entsprechen. Es seien diese Werthe 14-8 
und 2= +4{h-+ö), wo ö den Werth von 2 in dem mitten zwischen F und 
6 liegenden Punkte ausdrückt, und allgemein zu reden eine Grösse von dersel- 
ben Ordnung wie A ist, oder von einer höhern, wenn H dieser Mitte sehr nahe 
liegt. Man leitet hieraus leicht folgenden auf die Ordnung A (einschl.) genauen 
Ausdruck für 4 ab 








varR FrAölhh+88) 


‚Substituirt man diesen in der Reihe ftir tang$, und legt dann der Verän- 
derlichen & die bestimmten Werthe —4{h—2). +4(A42) bei, so ergibt sich, 
gleichfalls auf dio dritto Ordnung genau, 

nf? = wrrhlah—2hö4388) 
angf = —yrahlih— 264388) 


In dem speciellen Fall der in der Folge zu entwickelnden Untersuchung 
kommt übrigens zu der oben bezeichneten Bedingung noch der Umstand hinzu, 
dass der Normalparallelkreis mitten inne liegt zwischen den beiden Paralleikrei- 
sen, auf welchen sich die Punkte F, @ befinden, und in Folge dieses Umstan- 
des werden schon die abgekürzten Ausdrücke 

ung’ we 

angy = 
auf die dritte Ordnung genau sein, wie sich leicht auf folgende Art zeigen lässt, 
Bezeichnet man die Breite von F mit Q-+q. die von G mit Q—q, so geben 
die sphaerischen Dreiecke F,H, Pol und @, H, Pol die Gleichungen 
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sin(Q-+9) — sin@cos} (h—2)4+-cos@sin (h—Ö)cosy. 
sin(Q—g) = sinQ cos4(h+8) —cos@sing (A+ö)cosy 
und ihre Summe mit 2c0s@ dividirt 





tang Q..(e0s9— cos} h.cos42) = —cos4 A sin} cony, 


Da nun offenbar cosg— cos} A.cos}ö eine Grösse zweiter Ordnung ist, so 
wird auch sin}öcosy, und öcosy, von dieser Ordnung sein, mithin, da A den 
Factor eosy! implict, Aal von der vierten, und A488 von der fünften Ord- 
nung; hiedurch ist also die Weglassung dieser Glieder gerechtfertigt. 

Das Endresultat dieser Entwiekelung ist demnach, unter der angegebenen. 
Voraussetzung, in folgenden Formeln enthalten, wo anstatt der Tangenten von 
#.% die Bögen selbst geschrieben sin 


P2 











16. 


Die Berechnung des Dreieckssystems auf der Kugel zerfällt in drei Haupt- 
stücke: 
1) die Ausgleichung der Winkel nach allen den Bedingungsgleichungen, wel- 
che die Beschaffenheit des Systems darbictel 
2) die Berechnung der sämtlichen Dreiecksseiten. 
3) die Bestimmung der Längen und Breiten der Dreieckspunkte, in Verbindung 
mit der Orientirung der von jedem derselben ausgehenden Dreiccksseiten. 
Die Verwandlung der Längen und Breiten auf der Kugel in dio wahren 
Längen und Breiten auf dem Sphacroid geschicht dann für die Längen durch die 
Division mit dem eonstanten Divisor «. für die Breiten vermittelst der hier bei- 
gefügten Hülfstafel, oder einer andern auf ähnliche Weise besonders construirten, 
wenn man einen andern Normal-Paralleikreis zu wählen Ursache hat. 
Übergehung der beiden ersten auf bekannten Gründen beruhenden Ge- 
schäfte füge ich hier noch einiges in Bezichung auf das dritte bei, welches sich 
uuf dio Auflösung der Aufgabe redueirt*): aus der in Bogentheilen ausgedrückten 























Aufgabe hier wie ine für ick berthende betrachtet wird, »0 können abe Nachteil ei 
in cben gebraucht vl 
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Grösse einer Dreiecksseite r. ihrem Azimuthe 7 an dem Anfangspunkte. und 
der Breite dieses Anfangspunkts S, abzuleiten das Azimuth der Seite an dem an- 
deru Endpunkte 7’+ 180%, die Breite desselben 5’ und den Längenunterschied 
beider Punkte A. Da dies nichts weiter ist als die Auflösung eines sphürischen. 
Dreiecks, so verdient diese Aufgabe nur deshalb hier einen Platz. weil die ge- 
wöhnlich gebrauchten Formeln hier einiger Umformung bedürfen, wenn man in 
den Resultaten (nach der Bemerkung im 10 Art.) dieselbe Genauigkeit erreichen 
will. in welcher r gegeben ist, ohne mehrzifrige Logarithmen zu Hülfe zu neh- 
men. Um unter den verschiedenen Auflösungsarten nach jedesmaligem Bedürt- 
niss wählen zu können, setze ich zuvörderst diejenigen hicher, die auf den be- 
kannten elementaren Formeln der sphürischen Trigonometrie beruhen. 
Frste Methode 








Zweite Methode 





oT tang(R—r) 
SImEn 








Dritte Stethode 
anf) 
sin{1’ +4 S)cos (T+N) 
os{A +4 Sein TN 
con(a8° +4 87Jcos4(7 


sin (1944 (SH) sing” 
sin (1° +4 (S-n))cos;T 
os(1 + S+)sinT 
Cosa + Seo 














In Beziehung auf die Kürze der Rechnung hat die dritte Methode einigen 
Vorzug vor den beiden andern. während diese im Allgemeinen die Resultate ein 
wenig schärfer geben können, namentlich % immer mit yöllig genügender Schärfe: 
7° wird aber, wenn es einem rechten Winkel nahe kommt, durch die erste Me- 
thode vergleichungsweise nur ungenau bestimmt, Verlangt man aber alle drei 
Resultate mit gleichmässiger und. aus dem Gesichtspunkte des 10 Art. betrach- 
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tet, zureichender Schärfe, so ist zu einer direoten strengen Auflösung folgende 
Umformung am vortheilhaftesten, wobei die beiden ersten Formeln dieselben blei- 
ben wie in der ersten Methode. 

Vierte Methode 


tange = cosT tangr 








tangttang4A.cos(S- 
S=8-1-0 
T-t 





Diese vierte Methode lässt für die Schärfe nichts zu wünschen übrig; aber 
die unmittelbar in dieser Form geführte Rechnung erfordert ein etwas beschwer- 
liches Interpoliren bei Bestimmung der kleinen Bögen durch die Logarithmen der 
Tangenten oder Sinus; man kann jedoch diesem Übelstande leicht ausweichen, 
indem man die trigonomctrischen Functionen in Reihen entwickelt, wodurch man 
in den Stand gesetzt wird, ohne Nachtheil für die Schärfe, die Rechnungen ver- 
mittelst der Logarithmen der Zahlen zu führen. Es wird zureichend sein, von 
dieser Verwandlung nur die Hauptmomente hieher zu setzen. 
Es sei 


vs T=# 
rein 





Es wird dann, wenn zur Abkürzung die Grösse des Bogens von einer Secunde 
in Theilen des Halbmessers oder der Bruc 
eine Grösse erster Ordnung betrachtet wird, 
(ausschliesslich) genau 

= lich igerr— hope) = ihipeen) 


Setzt man dann ferner 








durch p bezeichnet und r wie 
auf Grössen fünfter Ordnung 





vtang(S—) = 





so wird 


Die nö aBoDarsı 





asrz AnmanDLoxo. 28 
= I—apprr — pp) 

app app") 
peter) 
reihe) 

für tund A aufdie fünfte, für a und < auf die sechste Ordnung (ausschl.) genau. 
Noch bequemer und eben so genau ist es, hiebei sogleich die Logarithmen zu 
gebrauchen, wodurch die Formeln, wenn man zur Abkürzung das Product der 
Grösse „pp in den Modulus der briggischen Logarithmen mit # bezeichnet, 
folgende Gestalt erhalten: 












log — log ’+äyrr au 
logt — log —2urr Apr 





logR = log — 2° a ur? 
lage — loghpnt’— prr— ap ägetet 
Vogt — logtpne'+surr— 6 





Diese fünf Formeln in Verbindung mit den vorhergehenden für, 2,1 
bilden eine fünfte Auflösungsart, deren eigenthümliches es ist, dass genäherte 
Werthe der Grössen #,4,1, 9, * durch kleine schr leicht zu berechnendo an den 
Logarithmen anzubringende Correctionen zu scharfen erhoben werden. Die hio- 
bei vorkommenden constanten Logarithmen sind 

logp = 4,0855748668  (—10) 


log4p = 4,3810149712 (10) 
logk — 7,9207527080 (20) 





oder wenn jene Correctionen sofort als Einheiten der siebenten Decimale erschei- 
nen sollen 

logp = 49297527080 (—10) 
von welchen Logarithmen jedoch hier nur die ersten Ziffern zur Anwendung 
kommen. 


1m. 

Viel einfacher lassen sich aber die Relationen zwischen den Grössen 

n.8,8', T, T,A ausdrücken, wenn man von dem Mittel der beiden Breiten 
Ei 
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und der beiden Azimuthe ausgeht. Schreiben wir 
HS4S)=B. HTHT)=A, S-8 

‚so haben wir zuvörderst die Formeln 

singr sind sin} % cosB 

Bingread = cosphaingb 

eostreinga = sing sin 

ooshrensha = oos}hoos}b 
wonach man also, wenn A, B, r als gegeben betrachtet werden, a und A durch 
dio Formeln. 





T-T 











und sodann d aus 





oder 
@rasnır _ 

Tu 
bestimmt. Anstatt dieser Formeln wird man aber, wegen der Kleinheit von 
7.4, , b, lieber dio folgenden anwenden, welche vicl bequemer, und bis auf die 
lnflo Ordnung (nusschl.) genau 








logr = log’ —kprr +40 

logb = Iogl’ + ua 
wo, wie man sicht, die dritte Correction der Summe der ersten und der doppel- 
ten zweiten gleich ist. 

Für unsoro Aufgabe geben zwar diese Formeln keine direete Auflösung: in- 
dessen kann man sie als Controlle oder als eoncentrirte übersichtliche Inhaltswio- 
derholung der directen Auflösung gebrauchen. Wor aber in numerischen Rech- 
nungen einige Gewandtheit besitzt, wird sie auch leicht zu einer indirecten Auf- 
Iösung benutzen können, und dieser, zumal wo anderer Zwecke wegen eine grob 
genüherte schon vorangegangen ist, wegen ihrer Bequemlichkeit und Schärfe vor 
allen andern Auflösungen den Vorzug geben. 
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Die Aufgabe, aus der Grösse der Seite eines Dreiecks auf der Erdoberfläche, 
dem Azimuthe an dem einen Endpunkte, und der geographischen Breite dieses 
Endpunkts abzuleiten das Azimuth an dem andern Endpunkte, dessen Breite und 
den Längenunterschied beider Punkte, gehört zu den Hauptgeschäften der hö- 
hern Geodäsie. Für den Fall der Kugelfläche ist der Zusammenhang zwischen 
‚jenen sechs Grössen am Schluss der ersten Abhandlung in der einfachsten und 
zur schürfsten Rechnung geeigneten Form aufgestellt, welche auch leicht zu ei- 
ner bequemen Aufidsung der Aufgabe selbst benutzt werden kann. Es wird da- 
durch das Verlangen nach dem Besitz einer analogen unmittelbar für die Ellip- 
soidfläche gültigen Auflösungsart erweckt, und der Zweck der gegenwärtigen Ab- 
handlung ist, eine solche zu entwickeln. Vorher soll jedoch erst die Auflösung 
für den Fall der Kugelfläche in ein noch helleres Licht gestellt werden. Des be- 
quemern Zurückweisens wegen lasse ich die Zahlenbezeichnung der Artikel sich 
an die erste Abhandlung anschliessen. 





18. 

Um den Grad der Genauigkeit, welcher durch die Formeln des 17. Art. 
erreicht wird, besser beurtheilen zu können, werden noch die Glieder der nächst- 
folgenden Ordnung entwickelt werden müssen; es ist jedoch wohl der Mühe 
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worth, das Verfahren anzugeben, nach welchem diese Entwicklung beliebig weit 
getrieben werden kann. 
Ich erlaube mir an den dort gebrauchten Bezeichnungen einige Abänderun- 
‚gen, theils des bequemern Drucks wegen, heils um den verschiedenen Bezeich- 
nungen in den einzelnen Theilen der gegenwärtigen Abhandlung etwas mehr Sym- 
metrie geben zu können. Zunächst bedeute hier 
7 die Entfernung der beiden Punkte von einander, den Halbmesser der Kugel 
als Einheit angenommen, 
B-+45 und B—45 die Breite am ersten und zweiten Endpunkte von r. 
T+}t und T—}t4+150° das Azimuth des zweiten und ersten Endpunkts 
resp. vom ersten und zweiten aus. 
3 den Längenunterschied. 
Es wird angenommen, dass das Azimuth von Süden nach Westen zu gezählt und 
3 als positiv betrachtet wird, wenn der zweite Punkt westlicher liogt als der erste. 
Es soll ferner gesetzt werden. 











baren 
?=rsinT.tangB 
Eon 





welche Grössen dasselbe ausdrücken, was im 17. Art, mit 29, 4°, % bezeichnet 
war, nemlich die bis auf die dritte Ordnung (ausschliesslich) genauen Werthe 
von b, 4,1, und zwischen denen die Gleichung 


Arte 56H 








Statt findet. Die Ordnungen werden hier immer so verstanden, dass r wie eine 
Grösse erster Ordnung betrachtet wird. 
Zur Abkürzung wird noch geschri 








Zu der beabsichtigten Entwicklung gelangen wir am leichtesten durch Benutzung 
der Umwandlung der Formel 





= siny 
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getreu. 
welche man leicht aus der bekannten 
alter u 


ableitet. Wendet man dieselbe zuyörderst an auf die Gleichung 





y w) 





tangB.sin T.tang4; 





oder 





indem man = #mt, y—}f setzt, so wird (I) 
logt — log + logm + mm A tum. 
Eben so, aus der Anwendung auf die Gleichung 








oder 





ergibt sich (II) 
logl=logh+logat Henn rhhen tree treten bus. 





folgende Gestalt gegeben ist 





Es ergibt sich dann (III) 
a 
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logb= 106 + logn + Annddt An then te usw. 
+ de Bölnnt in Een nt + usw) 
+orkbe Bi datih hen it nm) 
+ Sn) 
Hille rw) 
+usm 
oder, indem man die Glieder gleicher Ordnung zusammenfnsst, 








+ nn) 

+ ont (ÜIH OBER +) 

+ reden m (IHLBEH 003 09R + 945 BEN 04500) 

Hrwodseren‘ (2497 84 114008RA 420790814 18000801° 
Haar) 

+ ausm. 


Um die Gleichungen I, TI, III in eine ganz entwickelte Gestalt zu bringen, 
wird man in denselben noch substituiren 


Berti re tantteer + usw. 
IHärrhrBer trier + u. 

t+hrr+ wert uw. 
Ihr + um 








rt rn — usw. 
Vader ber hear + um 

1-dhrr ten — uam. 

1- her + wm. 








Wir erhalten demnach für die Logarithmen von 4, 2,3, oder vielmehr für die 
Unterschiede dieser Logarithmen von den genäherten Werthen log, logA, log, 
zusammengesetzte Reihen, welche fortschreiten 

für 1ogt nach den geraden Potenzen von + und r, und deren Producten , 

für log} eben so nach A und r, 

für logb nach &,% und r, 


DELL HÖLERN GKODARSIE. ZWEITE AMIANDLUNG. 307 


und die beigebrachten Zalilen enthalten diese Entwicklung bis zu den Grössen 
der achten Ordnung (einschl.). daher #, 1’ selbst dadurch bis zu den Grössen 
*der neunten Ordnung einschliesslich, oder der eilften Ordnung ausschliesslich 
bestimmt werden. 

Die Entwicklung von logd kann auch auf eine andere Art, nemlich nach 
den Potenzen von 6, = und r geschehen. Setzt man 


2 tangy 


so wird 
sh Hr4 HP ae. 





und hieraus 
logy = log: he ter nm. 


‚ndet man diese Reihe an auf die Gleichung 








ang = ag 


nachdem man derselben vermöge der Substitutionen 


ungB.ung = 5 
ang dt = aynimmen 


folgende Gestalt gegeben hat 


= wgtb 





so ergibt sich 


1ogb = log6+logm + Immtc+ Vom trkent tried + usw. 
— u Gilmm + Imre et + uw) 








+ mi me em +) 
oe ec ) 
Frehtibes ötm + usw) 


+ uam. 


oder, indem man die Glieder gleicher Ordnung zusammenfasst, 
u 
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logb = 10g6+logm 
u mm{286—3::) 
Hrdmasst— 00 + 
ade m (502 0° — 1098 6714180081 
Hrradereem (1020012000 











5%) 
Tr am1a0B 378000 
+uırse) 








Durch Substitution der oben gegebenen Werthe von logm, mm, m! u.s.w. 
erhält man hieraus die gesuchte Reihe, welche sich übrigens auch aus der erstern 
mach 6,4, fortschreitenden unmittelbar ableiten lässt, indem man rr —80- 


Für 3% substi 











“. 
Für unsern Zweck reicht es hin, die Formeln nur bis zur vierten Ordnung 
(einschl) genau aufzustellen, nemlich 


lage Huelarr +) Hndeeltär Herren 
log (N atre (IH LOFFAR— UI) 
log Bu ler BEN nel H1OrrBEH BOT 11Et 
ER) 








Anstatt der letzten Formel kann man auch eine der folgenden gebrauchen: 


Nogb — logü-t (ar 2664300) Hrsliirt Orr CH Bor 

06H) 
1og6+ pr AM HT) res 2BE- 26UTT N ONATCH) 
1OB GH AH) IFA OFT 20 rt 


200 














In allen diesen Formeln sind r, &,%, 1, 6.4.4 als in 'Theilen des Halbmessers 
ausgedrückt und die Logarithmen als hyperbolische zu verstehen. Sollen dage- 
gen jene sieben Grössen in Bogensecunden ausgedrückt und die Logarithmen die 
briggischen sein, so erleiden die Formeln weiter keine Veränderung. als dass der 
gemeinschafliche Zahlencotfieient der Glieder zweiter Ordnung „1 in 4. und 
der gemeinschaftliche Zahleneoöffieient der Glieder ‚vierter Ordnung rs, in v 
verwandelt werden muss, ‘wo p. v die Producte der Grössen urpp und auto" 
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in den Modulus der briggischen Logarithmen bezeichnen, p in der im Art. 16 
angegebenen Bedeutung genommen (und damit auch #). Mau hat für diese con- 
stanten Factoren 





020) 
9206912008 (30) 

Bis zu den Gliedern zweiter Ordnung stinmen diese Resultate mit den im 
17. Art. gegebenen überein. Der Zweck der vorstehenden weitern Entwicklung 
war nur, klar hervortreten zu lassen, dass selbst zur schärfsten Rechnung die 
Glieder zweiter Ordnung völlig zureichen: in der That kommt in dem ganzen Han- 
noverschen Dreieckssysteme kein Fall vor, wo die Glieder vierter Ordnung den 
Betrag von zwei Einheiten der zchnten Decimale erreichten, und nur ein Paar 
Fälle, wo sie Eine Finheit der zchnten Decimale überschreiten. 





20. 

Wenn unsere Formeln, welche nicht von der Breite und dem Azimuth au 
dem einen Orte, sondern von dem Mittelwerthe dieser Grössen an den beiden 
Örtern ausgehen, zur Auflösung der zu Anfang dieser Abhandlung aufgeführten 
Aufgabe benutzt worden sollen, so wird diess auf eine indireote Art, oder ichti- 
ger durch stufenweise beliebig weit getriebene Annäherung geschehen müssen. 
Der Gang der Arbeit besteht darin, dass man von irgend einem genäherten Werthe 
von T ausgeht (wofür man in Ermangelung aller anderweitigen Kenntniss oder 
Schätzung zuerst das gegebene Azimuth an dem ersten Orte annehmen kann) und 
daraus einen viel schärfern ableitet; mit diesem dann dieselbe Rechnung wieder- 
holt, und damit so lange fortfährt, bis man zu stehenden Resultaten gelangt. 
Man hat dabei zu beachten, dass bei den ersten Rechnungen nur 4 oder. 5 Zifern 
der Logarithmen berücksichtigt zu werden brauchen, und dabei © und + anstatt 
der corrigirten 5 und # angewandt werden dürfen, daher man auch, bei diesen 
ersten Rechnungen, sich um A und Z noch nicht zu bekümmern braucht. Die 
Formeln sind so, wenn für den ersten Ort die Breite mit B*, das Azimuth mit 
7° bezeichnet wird, der Reihe nach folgende: 

G=roT 

B— 6 
= rein TtangB 
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Nachdem man dahin gelangt ist, dass bei dem Gebrauch von fünfzifrigen Loga- 
rithmen dor Worth von 7 sich nicht mehr ändert, berechnet man X nach der 
Formel 





A— rein TeecB 


und führt dann eine neue Rechnung mit sieben Decimalen, wobei man die loga- 
rithmischen Correctionen vermittelst der Formeln 


logb = logö-H pt pur 
lage = logt-+arr+ jur 


zuzicht und B= Pb, DT T°—}t setzt. Eine nochmalige Wiederholung 
wird in der Regel dieselben, oder kaum merklich geänderte Resultate wiederge- 
ben. und dann erst wird auch noch die Berechnung von 7 nach der Formel 


Nog1— logh— dur 4pRr 


beigefügt. Um die Schnelligkeit der Annäherung (die hauptsächlich von der Klein- 
heit von r abhängt), an einem Beispiele zu zeigen, setze ich die Hauptmomente 
der Rechnung fürden Übergang von dem Dreiockspunkte Brocken zu dem Punkte 
Inselsberg hieher. * Es ist diess die grösste Dreiecksseite in dem Hannoverschen 
Dreieckssystem, viel grösser, als sonst bei trigonometrischen Operationen vorzu- 
kommen pflegen. 

Bei dernach den Grundlagen derersten Abhandlung bearbeiteten conformen 
Darstellung auf der Kugelfläche ist die Breite des Brockens 3° = 51°40'3"0345; 
das Arimuth der Seite Brocken-Inselsberg 7° = 5° 42°21°7704; der Loga- 
rithm dieser Seite in Toisen = 4,7953920 oder in Theilen des Halbmessers 











= 0 
B=sııra0" 
aa 





und folglich ein genäherterer Werth 
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Die hiemit wiederholte Rechnung ergibt 


= 1070 
B=s1 ır 30° 7 
a20" 55 

BErZrG] 






T 





Mit diesem Werthe von 7° wird nun die schärfere Rechnung angefangen und di 
bei zugleich die logarithmische Correction mit zugezogen. Fs findet sich. in Ein- 
heiten der siebenten Decimale. 











folglich 
tja +3 
werte = +10 
herr 40 
una 
10g6 = 3.5321074 





logd = 3.532497 
3107" 9832 
51° 17° 39° 0419 
2.239492 
2.023503 
420° 5004 
80 38° 51" 4752 





Eine nochmalige Wiederholung der Rechnung mit diesem Werthe von 7' bringt 
bei 5 gar keine Änderung hervor, und # verwandelt sichin 420”8898. Maner- 
hält daher 

Breite des Pun 





ts Inselsberg 

Bi 
Asimuth der Dreiecksseite Inselsberg- Brocken 

T°—14150° = 185° 39217 1806 


50° 49 15° 6493 





sız UrTEuSuchuxGEx Une OraEneTÄNDI: 


Endlich findet sich 


logk — 2.7315487 
logl = 2.1315438 
1-58 02 = 








SoBr942. 


Die Bequemlichkeit dieses Verfahrens wird allerdings erst dann in ihrer vol- 
len Grösse fühlbar, wenn man sich die Hülfen des kleinen Mechanismus bei Hand- 
habung derartiger Methoden zu eigen gemacht hat, wozu eine Anweisung hier 
nicht an ihrem Platze sein würde. Ich begnüge mich hier nur anzudeuten, dass, 
was in obigem Beispiele wie eine viermalige Rechnung erscheint, nicht in der 
Form von vier getrennten Rechnungen, sondern wie eine einzige geschrieben wer- 
den soll, indem man bei jeder neuen Überarbeitung nur die letzten Zifern er- 
gänzt oder verbessert, Jedenfalls braucht man immer nur die letzte Rechnung 
aufzubewahren, und gerade darin besteht ein grosser Vortheil, zumal bei Mes- 
sungen von bedeutende Umfange. dass man dann den ganzen wesentlichen Kern 
der Berechnung für alle Dreiecksseiten im möglich kleinsten Raume und in der 
übersichtlichsten zu beliebiger Prüfung der Richtigkeit geeignetsten Form bes 














a. 

Ich gehe jetzt zu der Hauptaufgabe selbst über, welche für die Eilipsoid- 
äche eine ähnliche Methode fordert, wie für die Kugelfläche im Vorhergehenden 
gegeben ist. Die Auflösung dieser allerdings etwas verwickelten Aufgabe soll 
u Wegen abgeleitet werden. Da.die 





hier auf zwei ganz von einander verschiede 
eine Ableitung, mit welcher der Anfang gemacht werden wird; sich auf die 
conforme Übertrogung der Bllipsoidfäche auf die Kugeläßche gründet, deren 
Theorie in der ersten Abhandlung entwickelt ist, so kann die Aufindung dieser 
Auflösung wie die erste mitteldare Benutzung dieser Theorie für die Zwecke der 
höhern Geodacsie betrachtet werden: (Vergl. Art.11). 

Es mögen demnach jetzt durch B-+}b und B—4D die Breiten zweier 
Punkte auf der Ellipsoidfläche bezeichnet werden; ihr Längenunterschied durch 4; 
das zwischen ihnen enthaltene Stück einer geodaetischen Linie (und zwar hier 
nach beliebiger Einheit gemessen) durch r; die Azimuthe der Linie am ersten 
und zweiten Endpunkte durch T-+yf und T—414180%. Eshandelt sich also 
darum. 6,7 und raus r, Bund 7 zu finden durch Formeln, welche den oben 
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für die Kugelfläche gegebenen analog sind, und in dieselben übergehen, wenn 
man die Excentricität = 0. oder die beiden Halbachsen der erzeugenden El- 
Tipse unter sich gleich und = 1 setzt. 

Die Breite des der conformen Übertragung auf die Kugelfläche zum Grunde 
liegenden Normalparallelkreises bezeichne ich (wio oben Art.3) mit P für die El- 
lipsoidfläche, und mit @ für die Kugelfläche; zugleich nehme ich an, dieser Nor- 
malparalleikreis sei so gewählt, dass @ dem arithmetischen Mittel der Breiten 
der beiden betreffenden Punkte auf der Kugelfliche gleich wird: diese Breiten 
selbst seien 'Q-+4g und Q—1g. Es sollen ferner a, A,a, e, 7.0 dieselben 
Bedeutungen behalten, wie in der ersten Abhandlung, Art.2. 3. 4.; es bedeu- 
ten nemlich 

'& die halbe grosse Achso des Eilipsolds, oder den Halbmeıser des Äquatars, 
A den Halbmesser der Kugel, 
1:a das constante Verhältniss der Längenunterschiede auf dem Ellipsoid zu 
den entsprechenden auf der Kugel, 
ing die Excentricitit der erzeugenden Ellipse, 
sind = esinP. 

Den zwischen den beiden Punkten auf der Kugelfläche enthaltenen Grösste- 
\kreisbogen bezeichne ich mit s; die Azimuthe dieses Bogens am ersten und zwei- 
ten Endpunkto mit U-+ju und U—4u-+180%. Erwügt man nun noch, dass 

















der Längenunterschied zwischen beiden Punkten = ad ist, so findet man zu- 
nächst die vier strengen Formeln. 
sings.cosU — cöszal.singg 


sings.sinT” 
0848-005 zu 
oszs.singu 





in zal.cosQ 
osgal.cosyg 
inzal.sinQ 








und hieraus die nüherungsweise richtigen 


WUttrgg—rsstlaell) 2. ll) 
Et-msstraall) . 2... er 

us dtangQlitsshm) 2.2.0.) 
Es ist unnöthig zu erinnern, dass in diesen drei Gleichungen 1,9. 5, u in Thei- 


len des Halbmessers ausgedrückt verstanden werden. Man sieht leicht, dass sie 
s 
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bis auf dio fünfte Ordnung (ausschl.) richtig sind, indem s wie eine Grüsse er- 

stor Ordnung betrachtet wird, und dass man, ohne den Grad der Schärfe zu ver- 

mindern, in den eingeklammerten Gliedern rechter Hand statt 9, al und u auch 
5.sinT.tangQ substituiren darf, 





Mn 


2. 

Es müssen nun zuvörderst die Grössen B, b. 7, tr. welche auf der EI- 
lipsoidfläche. ihre. Bedeutung haben, mit ihren Correlaten auf der Kugelfläche 
Q.q, U, u, As verglichen werden. Alle dafür hier aufzustellenden Gleichungen 
werden bis wenigstens auf die dritte Ordnung (einschl.) genau sein. und. dass 
dieser Bedingung genigt werde, wird sich aus der Entwicklung selbst leicht er- 
kennen lassen. 

Wendet man die im 8. Art. gegebene Reihe auf unsere beiden Punkte an, 
so müssen die dort allgemein mit p und g bezeichneten Grössen mach unserer 
jetzigen Bezeichnung ausgedrtickt werden 


für den ersten Punkt durch B-+45—P und yq 
für den zweiten Punkt durch B—45—P und —4q 


und wir haben demnach die beiden Gleichungen 






a 
nP*-+-ee[scos Pt. sin P’— 





Man sieht übrigens leicht, dass die Gleichung (4) um Grössen vierter, die Glei- 
chung (6) hingegen nur um Grössen fünfter Ordnung ungenau ist. 

Um T und t mit U und u zu vergleichen, werden die am Schluss des 
15. Art. entwickelten Formeln benutzt werden müssen, denen eine Voraussetzung 
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zum Grunde lag, welcher in der gegenwärtigen Untersuchung genügt ist. Man 
hat dabei nur zu erwägen, dass die dortigen {° und # nichts anderes sind, al 
hier T+4t—(U+4u) und T—4t—(U— u); ferner das dortige A dasselbe 
was hier s; endlich dass das dortige 7, von der hier mit U bezeichneten Grösse 
im Allgemeinen nur um eine Grösse zweiter Ordnung verschieden sein kann, je- 
denfalls aber der Unterschied wenigstens von der ersten Ordnung ist. Es ergibt 
sich so, auf die dritte Ordnung einschl. genau 





T+rt 
7-41 





und folglich, eben so genau, 


T 





Die Vergleichung der Länge der geodactischen Linie auf dem Ellipsoid mit. 
dem Grösstekreisbogen auf der Kugel ist zwar in Art. 15 für den in Rede stehon- 
den Fall nicht besonders entwickelt: es ist jedoch sehr leicht, diess zu ergänzen. 
Es ist nemlich in den dorgen Bezeichnungen die Länge des geodactischen Bogens. 


= AfE.de 


welche Integration von 2 = —}(h—8) bis x = -+4(h4+3)- auszudehnen ist. 
Da y und $ nur Grössen von der dritten Ordnung sind, so sicht man leicht, dass 
die Weglassung des Factors ©°% in dem Werthe des Integrals nur einen Fehler 
der siebenten Ordnung hervorbringen kann. Jene Länge ist also, bis auf die 
fünfte Ordnung einschl. genau, f 
= af = Afürt—ur— ne) 

Ae— pa —4pa°)-+ Const 
IRA EH RE Re (AH 1OR EB SA) | 
























:h angeben, wenn man in der Reihe 
Pi .... 


Die Cotficienten j # lassen 


et Tees 





(welche von selbst aus der Art 9 gegebenen folgt) für g die Substitution macht 
as“ 
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= —0sg.x—ztang Q.singfer . . 


(deren leichte Ableitung hier weggelassen werden kann), und das Resultat mit 
der Reihe 





Harte... 


zusammenhält, Für unsern gegenwärtigen Zweck ist jedoch mehr nicht nöthig, 
als nachzuweisen, dass die gesuchte Länge des geodaetischen Bogens von Ah 
nicht mehr als um eine Gröse fünfter Ordnung abweicht. Da nun ersichtlich 
R-+10M5ö-+5hö eine solche Grüsse ist, so braucht der entwickelte Werth 
von g' nicht hichergesetzt zu werden. Für 1 aber ergibt sich der Werth 








und da öcosy nach Art. 15 eine Grösse zweiter Ordnung ist, s0 wird offenbar 
auch (Rö-4-hö?)p cine Grösse fünfter Ordnung. 

Wir haben demnach, da A dasselbe bedeutet, was jetzt mit s bezeichnet. 
ist, bis auf die fünfte Ordnung ausschliesslich genan 





=; 22: 


Endlich, damit alles für die weitere Entwicklung erforderliche hier beisam- 


‚ei, setze ich noch folgende schon in der ersten Abhandlung (Art. 4. 6 und 3) 
gebrauchte strenge richtige Gleichungen hicher: 








und die aus der Verbindung dieser beiden hervorgehende 


unga=wmr....... Be) 


2. 
Zur Erreichung unsers Zwecks brauchen nun bloss diese Gleichungen ge- 
ie combinirt zu werden. 
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Zuvörderst ergibt sich aus der Verbindung der Gleichungen (1). (2) (). 
dass gg-Faall—uu—ss eine Grösse vierter Ordnung ist, daher man anstatt 
(2) auch schreiben kann 





am rgg+ run) 


oder wenn man nach (8), (0) und (10) 





ag = mr 
‚schreibt, 
gt) 


ielst der Gleichung (4) und durch eine 





ex 


= 
was bis auf die vierte Ordnung ausschl. genau ist. Wir haben daher, wenn zu- 
gleich T für U geschrieben wird, gemäss der Gleichung (6). 








sodann + für « und endlich 2 für P, was alles, nach Gleichung (). 
wie man leicht sieht, geschehen kann, ohne den Grad der Genauigkeit zu vermin- 
dern, und wenn wir ausserdem, zur Abkürzung, 





Vü—eesinB®) 





schreiben, so erhalten wir (1) 
run: 





ihzett) 


(IT 


a. 
Auf ähnliche Weise verwandelt sich Gleichung (1) in 


9= sul Argg+rrscH tun) 
und daher Gleichung (6) in 
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(cosP°—sinP'—se(seosP*sinP*—ainP4Jgg 
+rrss+ tun] 





ll Lret: 


Gang an 


Für cos0? = (1—eesinP*)? findet man leicht die vermittelst (4) s0 weit, wie 
hier nöthig ist, geführte Entwickelung 


os = (1—eesin PN — 











20 


Tape) 


wodurch die vorhergehende Gleichung sich verwandelt in 








ie BY eh gsergaleos Pin P? 
HEISSPF in P'Hsin POyJgg+wusshiun] 


oder in einer etwas veränderten Form 


140‘) sin P'—9e'sin P'gg 
+rrssttun] 









7} anstatt q, wegen (5) 

era ) 

iz anstatt ss, wegen (8) und (9) 
T und t anstatt U und u, wegen (6} und (r) 

und zuletzt. 

B für P wegen (4), 


was alles, ohne Nachtheil für die Genauigkeit geschehen kann, so erhält man (IT) 





». 
Aus den Gleichungen (1) und (3) orhellet, dass ggu von cosU*sinVtangQ, 

oder nach (11), von “ ? nur um eine Grösse fünfter Ordnung 

verschieden ist: es ist daher verstattet, die Gleichung (7) auch so zu schreiben 


uli- 
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oder wenn man für u den Werth aus (3) substituirt, und nach (6). (9), (11), 


zone 





setzt 
vacan pe 





[2} 





Für cosh.tangP = y{1—eesinP*).tangP findet man nach (4) den so weit wie 
hier nöthig ist entwickelten Werth 


Vli—eesin B®).tang B(i+ 





und folglich 


1 neBia/ | Metern usa 





HH) 


Macht man nun noch hierin dieselben Substitutionen. wie im vorhergehenden 
Art., so erhält man als Endresultat (LIT) 









F% 


 tiing day Becklicen agent) 








Die drei Formeln I, II, TIL enthalten im Wesentlichen die Auflösung unsrer 
Aufgabe. Dass sie bis zur dritten Ordnung einschliesslich genau sind, steht 
durch ihre Ableitung unmittelbar fest. Dass aber in.der Wirklichkeit ihre Ge- 
nauigkeit noch eine Ordnung weiter reicht, oder dass der Fehler jeder der For- 
meln von der fünften Ordnung ist, würde sich leicht durch einige ergänzende 
Zwischenentwicklungen, oder auch dadurch darthun lassen, dass in den Aus- 
drücken ihrer Natur nach keine Grössen gerader Ordnung Statt finden können: 
ich halte mich jedoch dabei nicht auf, da die zweite in den folgenden Artikeln 
(26— 32) auszuführende Ableitung der Formeln dasselbe Resultat von selbst in 
sich begreift, 








20. 

Diese Untersuchung ist wie eine selbstständige von allem vorhergehenden. 
unabhängige zu betrachten, und es sollen daher zur Bequemlichkeit und zur Ver- 
hütung von Ungewissheiten alle dabei zu verwendenden Bezeichnungen so wie sie. 
auftreten erst erklärt werden. Meistens werden diejenigen Buchstaben, welche 
‚schon in der ersten Ableitung gebraucht sind, ihre dortige Bedeutung behalten, 
doch worden ein Paar derselben (u und s). da sie dort bloss Hülfsgrössen vorstel- 
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len, die in den Resultaten nicht mehr erscheinen, hier ohne Übelstand zu an- 
derm Zweck benutzt werden dürfen. 

Durch die zwei Punkte der Ellipsoidfläche, auf welche die Aufgabe sich 
bezieht, werde eine geodaetische Linie, zunächst von unbestimmter Ausdehnung: 
geführt, und auf derselben ein belicbiger Anfangspunkt gewählt. Das Stück je- 
ner Linie von dem Anfangspunkte bis zu einem unbestimmten Punkte werde durch 
u bezeichnet; der Winkel, welchen, an letzterm Punkte, die geodaetische Linie 
mit dem Meridian macht, jene in dem Sinne wachsender u. diesen von Norden 
‚nach Süden genommen, durch X: Breite und Länge des unbestimmten Punk- 
tesdurch Y und Z. Ich nehme an, dass die Lüngen von Westen nach Osten. 
die Azimuthe X in dem Sinn von Süden nach Westen zu wachsen. Werden 
nun noch, wie immer bisher, halbe grosse Achse und Excentricität der erzeu- 
genden Ellipse durch a und e bezeichnet, so hat man, aus bekannten Gründen 
























rn. amt ) 
in @ 


Es ist ferner, nach einem bekannten Lehrsatze die Grüsse 





für alle Punkte derselben geodaetischen Linie constant, und hieraus, wenn man 
ogarithmisch differentürt 





cotangX dX — (tang Y— 





folglich, aus der Verbindung mit (1), 


ax 





ta Kap Pi- 


12 ne 
“ u ur ) 





Wir wollen jedoch unsere Aufgabe allgemeiner fassen. und 


ax ar az, 
u nern u 





setzen, indem wir zunichst nur voraussetzen, dass x, 





welche gegebene 
‚Funetionen der beiden Veränderlichen X und F sind. Es entstehe ferner durch 
neue Differentiatio 
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de= aX+ rar 
dy =yaX+yar 
de =rdX+ray 
und dann durch nochmalige Differentiation 
da = raX tray, aX-+adY 
Ayyaxtyrar, ay=yraxtyrar 
de = aX+"aY, aX+ear 





Es wird demnach, insofern Z, implieite, nur eine Function von u ist, 
az 






eaitye 
En ray try yy has Hager tgge 

Die successiven Differentialquotienten von X und Y lassen sich auf die- 
selbe Art entwickeln, oder unmittelbar aus denen von Z ableiten, wenn man 


nur darin für = ohne und mit Accenten beziehungsweise & und y ebenso accen- 
wirt substituirt. 








a. 

Es seien nun die bestimmten Werthe, welche die vier Grössen u, X, Y, Z 
in den beiden Punkten annehmen, auf welche unsre Aufgabe sich bezieht, der 
Reihe nach, 


für den ersten Punkt R—4r, Z+4t, B+4b, L+4l 
für den zweiten Punkt R+ir. Th, B-4. LH 


und eben so, für denjenigen Punkt der geodaetischen Linie, welcher zwischen 
jenen in dor Mitte liegt, beziehungsweise R, T, B, L, wo demnach die Cursiv- 
typen 7, B,L von den Antiqua T. B. L wohl unterschieden werden müssen. 

Es mögen ferner die in der Gestalt von Functionen von X und Y erschei- 
menden achtzehn unbestimmten Grössen 





” 
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durch die Substitution X T, 7 = B die bestimmten Werthe 


SENIIET 
91 gg 
AR, R, 








annehmen; hingegen durch die Substitution X 
DA 


BB... 
Nr, hr, hm 


Y=B folgende 


Durch den Tarzonschen Lehrsatz wird der Werth von Z für u= R—1r in 
die Reihe 

Lean 
entwickelt, und der für u = R+-r in 








wo für die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Werthe gesetzt werden 
missen, welche dem Werthe u — R entsprechen, also 








Da nun jene beiden Werthe von Z bezichungsweise = I++1 und L— 4! 
sind, so erhält man 


Le +44 gl)er 0) 
1 = hr EN HIGÄCHPRIRBEWHEN HIN REN). 6) 


wo die erstero Gleichung bis auf Grössen der vierten, die andere bis auf Grössen 
der fünften Ordnung ausschl. genan ist*). 





 ) Die Domenung der Ordnungen gechisht zo, d 
wird. Man erkennt licht, dam die Cofiienen von 


inplieiren, 


wie eine Gröwe emter Ordnung betrachtet 





ur nm. die Dioren a, 
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Wenn man erwägt, dass in der obigen Entwicklung in Beziehung auf Z 
nichts weiter vorausgesetzt ist, als dass es eine von u abhängige veränderliche 
Grösse ist, deren Diferentialquotient & durch irgend eine Function von 
Kun y ausgedrückt werde. so kann man die gefundenen Resultate auch un- 
mittelbar auf jedo andere in gleichem Falle sich befindende veränderliche Grösse, 
namentlich auf X oder Y selbst, übertragen, wenn man nur anstatt Z, L, 
und der verschieden aceentuirten h beziehungsweise T, T, £ und die verschi 
denen f, oder B, B, b, und die verschiedenen g einschiebt. Zunächst gibt uns 
demnach die Gleichung (1), von welcher hier sonst kein dirceter Gebrauch ge- 
macht wird, folgende beiden, gleichfalls bis zur vierten Ordnung ausschl. genauen 

T-T+ ECHT 

BB lg-Heg')rr 
Man schliesst hieraus zuvörderst, dass A und h. als die Werthe von z, je nach- 
dem man Tund B, oder T und B für X und F substituirt, von einander ur 
eine Grösse zweiter Ordnung verschieden sind, und zwar wird dieser Unterschied, 
bis auf die vierte Ordnung ausschl. genau, bestimmt durch die Formel 


HH He EHE 


wo für die partiellen Differentialquotienten (47) und (47), oder #,” ihre be- 
stimmten Werthe bei X—=T, Y=B- anzunehmen sind, nemlich I’ und h'. 
Es ist also, bis auf die vierte Ordnung genau, 


HH ger 


und vermöge der Substitution dieses Werths in der Gleichung (s) wird bis auf 
die fünfte Ordnung ausschl. genau 


1 Art pe HEHE +2 Ri” 2 hg) 


























Aus gleichen Gründen wie h von A. werden auch £,f, f"u.s.w. BE.g"u.8.Ww. 
Kusım von Sf fusw. 99. g'u. 
um Grössen zweiter Ördiging verschieden sein, und man kann daher in dem eben 
gegebenen Ausdruck für ! anstatt jener Grössen die letztern ohne Verminderung 
des Grades der Genauigkeit substituiren. Es ist also gleichfalls bis auf die fünfte 
Ordnung ausschl. genau 





.w. K, Ku.s.w. beziehungsweise 
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1= Arte l2SPRH2SIGÄHLSIEHIW—LSK— [IKT ggN)) 


Der obigen Bemerkung zufolge darf man nun auch in dieser Gleichung ! mit # 
oder mit b vertauschen, wenn man nur 





anstatt A, ku Wohr, M”, M 
im ersten Falle f. ff”, 
und im andom 9, 9; 





setzt, so dass man hat 


ASS FAILIFATIHSIT-IILE SEI ID) 
HS IIH SIT HIST SIT II. -8) 





2. 

Die drei Formeln (6). (7), ($) enthalten bereits das Wesentliche zur Auf- 
sung unsrer Aufgabe, so dass zu ihrer Verollständigung nur noch eine mecha- 
nische Rechnung, nemlich die Entwicklung der Werthe der verschiedenen Diffe- 
rentialquotienten und deren Substitution übrig bleibt. Jene Entwicklung gibt, 
indem wir sofort anstatt der unbestimmten Werthe 2, # u.9.w. yu.s.w. die zu 
X=T. Y=B gehörigen bestimmten ff’ u.s.w., 9 u.s.w. schreiben, und 
zur Abkürzung noch setzen 











coB 
inB=s 
Vli—eesinB") 








folgende achtzehn Werthe: 





I teesstees‘) 


SE la 3edstlect2e)P —Leete)s tes) 
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vehl.oegs 
2 







T + 2ees) 


m. 
Wir wollen nun die drei Gleichungen (7), (). (6) in folgende Form setzen 
—frli4Frn) 
9r(i-+Grn) 
Arli+ Hrn) 








beziehungsweise die genäherten und bis auf die dritte Ordnung ausschl. genauen 
Werthe von #, b,2 sind, die aur Abkürzung mit +, 6, A bezeichnet werden 
sollen. Jede der Grössen F, @, H ist das Aggregat von sieben Theilen. 
nemlich 
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u a ae a kr 
ST Hg" 


HEHE 





30. 







D) 
D) ‚im2eesshees‘) 
a) m 2eess+ees‘) 
i N} „i—2eessheest) 
3) 
D) „Um 2eesstees‘) 
D) @—sec+lec+2ejss—{teete)s) 


Hier destruiren die Bestandtheile 2 und 6 einander; 1, 4 und 7 vereinigen sich zu 





Hot? a -+3eeH(2ee—12e)ss+H5eist) 





die Bestandtheile 3 und 5 hingegen zu 
kksiar“ 


(ai +3e0ss+2eest) 








oder, da 2— (14H Bee)ss+2eest identisch ist 


Arinzı 


Zeckk+(1—eejss, zu 


Indem man nun noch 





verwandelt, und alles vereinigt, erhält man 
AikieTttngdr | ken 


+ 





Better tiejsatsest) 








DER NÖNERN ORODABSEL. EWAITE AMIAKDLUNG. ser 
(I+-Fr), 
erhtitagglßectsee— 11e)sshse)6ß].. (0) 


und hieraus, in Gemässheit von € 








a. 
Für die sioben Bestandtheile von G ergeben sich folgende Werthe: 


u) 
0) 
DD 
0 





Hier destruiren die Theile 3 und 6 einander; die übrigen vereinigen sich, in- 
dem man einerseits 1, 2 und 5, andererseits 4 und 7 zusammenfasst, in 


kasntı 


at 
(-@-regs5— 3008) 





eesch 200 







Das erste Glied verwandeltsich, da 2-4 (1—5ee)ss-+ 2ees' mit 2eckk-+3(1—ee)ss 
identisch ist, in 





Lösen wir hier 





n „—eess) auf, so gibt 


die Vereinigung aller Theile 
w 


usin Tune || 


ee 
und hieraus, in Gemässheit von b= B{1+Grr). 
beiflt a jr hatt (tee Bee 14e)s5—0e‘)6ß].. (10) 


6 tee) 06) 
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». 
Endlich ergeben sich die Werthe der sieben Bestandtheile von M folgen- 
dermaassen: 


2eess-teen) 









a litss— ee) 


Die Glieder ı und 6 destruiren einander; die übrigen ergeben durch ihre Ver- 
einigung 
Hoteir u Akonzı 





i—t0eess) 





woraus, in Gemässheit von 1 = AI} Hr) hervorgeht 
Ve Mit per (ie 10ees) . . an 





Die Formeln 9, 10, 11, welche die Auflösung unsrer Aufgabe in sich fas- 
sen, unterscheiden sich von den Formeln III, II, I, (Artt. 25, 24, 23) bioss darin, 
dass jene innerhalb der Parenthesen da < und 5 haben, wo in diesen f und b 
steht, was, wie man leicht sieht, in den Endresultaten nur Unterschiede fünfter 
Ordnung hervorbringt: da nun jene, wie aus ihrer Ale 
fünften Ordnung ausschl. genau sind, so ist bewiesen, dass auch die nach der 
ersten Methode gefundenen Formeln I, IT, III (Art. 28 —25) dieselbe Genauig- 
keit besitze 








ıg erhellet, bis zur 





”. 

Zur numerischen Berechnung wird man die Formeln 9, 10, 11 lieber in fol- 
gende logarithmische Form bringen, bei welcher offenbar der Grad der Genauig- 
keit unverändert bleibt; M bezeichnet darin den Modulus des gewählten Loga- 
rithmensystems: 
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rt Mer+ Kulseetttee—tte)ss+5es‘)66 
atee—(Bee—t4e)ss—Ie)6E 


Mu—10eess)66 








‚it sieht, in allen bisher entwickelten Formeln die Grössen 
45.5,6,1.% alsin Theilen des Halbmessers ausgedrückt angenommen sind, so 
wird man, wenn jene in Secunden ausgedrückt und dieselben Bezeichnungen für 
sie beibehalten werden sollen, den Formeln für 7, ©,% (Art.29) noch den Factor 
£ beifügen müssen; in den Gleichungen 9, 10, 11 hingegen, s0 wie in den dar- 
Aus abgeleiteten logarithmischen, muss den Gliedern, die x: oder 68 enthalten, 
noch der Füctor pp zugesetzt werden, wo p (eben so wie oben Art. 16 und 19) 
die Grösse des Bogens von einer Secunde in Theilen des Halbmessers bedeutet. 
Behält man nun auch noch in der oben gebrauchten Bedeutung bei, nemlich 








= Me 





und schreibt zur Abkürzung 





0 = hBec+ltee-telsstses) 





tee Beet) 





30 ist unsre Auflösung in folgenden sechs Formeln enthalten: 





= = (1 rsinTtangB 
8= (drcoT 
A= (NroinTsccB 


loge — log +) rr HWSCHLTE 
log = logö-H(a) er — (BSH 3[T)rF 
logt = logk — (8) BE-+ (Her 





0 
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a. 
Von den sieben Coöflicienten (1), (2) u.s-w. ist der letzte constant, nemlich 


log. (7) = 7,0287228092(—20) 
und 10g3{7) = 8.1058140580(— 20) 


die übrigen werden, sobald bestimmte Werthe für die Dimensionen des Fllipsoids. 
gewählt sind, Functionen der Breite B, und Insson sich also in eine Tafel brin- 
gen, deren Argument B ist. Steht eine solche Tafel zu Gebote, so ist die Rech- 
nung nach dieser Methode für das Rllipsoid eben so bequem, wie die Rechnung 
für die Kugel. 

Ich füge am Schlusso dieser Abhandlung eine solche Tafel für die Zone von 
51° bis 54° bei, in welcher die Werthe von von Minute zu Minute fortschrei- 
ten, und bomerko dazu folgendes. 

Von den Ellipsoidelementen ist die Tafel nur in so fern abhängig, als darin. 
eine bestimmte Abplattung oder ein bestimmter Werth von e zum Grunde gelegt 
ist, derjenige nemlich, welchen die letzte von Besser ausgeführte Rechnung erge- 
ben hat, und der auch der der ersten Abhandlung beigefügten Tafel zum Grunde 
liegt (s. Art.5). Damit der Zahlenwerth von a bloss von der Abplattung abhätn- 
ig werde, ist als Einheit nicht die Toise oder ein sonstiges willkürliches Maass 
angenommen, sondern der zehnmillionste Theil des Erdmeridians, wonach also 
& unmittelbar durch e vermittelst der Gleichung 








an a 





le ee 





usw) 





= 20000000 


deren Gesetz offenbar ist, gefanden werden kann, oder vermittelst der ihr gleic 
geltenden 











"+ usw) 





Ihe + 


Man findet so, mit jenem Werthe von e. 


Dun 





370851,147 
8,8048062999 





log. 


Es verstcht sich, dass bei Anwendung unsrer Tafel auch r erst in derselben Ein- 
heit ausgedrückt sein muss; um dies zu erreichen, wird man (gemiss dem von 
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Besen, in Toisen angegebenen Werthe von a, Art.5). wenn r ursprünglich in 
"Toisen ausgedrückt war. zu dem Logarithmen hinzuzusetzen haben 


0.2897827002 


oder, wenn r ursprünglich in französischen gesetzlichen Metern gegeben war, 
wird von dem Logarithmen subtrahirt werden müssen 


0.000037 1638 


Die Glieder, welche die Factoren (3), (4) u.s.w. enthalten, können als 
Correctionen betrachtet werden, durch welche die genäherten Logarithmen 
logt, log6, log in die berichtigten logt, logb, log? verwandelt werden. Diese 
Correetionen sind in allen Fällen, für welche unsere Methode angewandt werden 
soll, nur sehr kleine Decimalbrüche, und da jene Logarithmen in der Regel si 
benzifrig gerechnet werden, so ist es bequem, auch jene Correctionen sofort in 
Einheiten der siebenten Decimale ausgedrückt zu erhalten. Dies geschicht, in- 
dem man den Coßflicienten (9). (#)u.s.w. anstatt der in vorhergehenden Art. an- 
‚gegebenen Werthe zchnmillionenmal grössere beilegt, oder ihre Logarithmen unı 
sieben Einheiten vergrössert. Auf diese Weise sind sie in unserer Tafel ange- 
setzt, und so wird denn auch 








log (7) = 4,62872 (—10) 
log3(7) = 5,10584 (—10) 





gesetzt werden. Übrigens sind auch so noch (3). (4). (3). (6), eben so wie (1) 
und (2) ächte Brüche. oder ihre Logarithmen an sich negativ: in der Tafel ste- 
Iien sie aber nach üblicher Art, indem sänmlichen Logarithmen 10 Einheiten 
geborgt sind 








35. 

Von der Benutzung unsrer Formeln zur Auflsung der zu Anfang dieser Ab- 
handlung aufgestellten Aufgabe gilt nun alles, was oben (Art. 20) in Bezichung 
auf dieselbe Aufgabe für die Kugelfläche gesagt ist, fast unverändert und unter 
geringen Modificationen. Bezeichnet man die wirklich gegebenen Grössen, nem- 
lich die Breite und das Azimuth an dem ersten Orte mit 3° und 7®, so wird 
man zuerst, von einem genäherten Werthe von. 7’ ausgehend (wofür man in Er- 


sor 
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mangelung aller andern Kenntniss 7° annehmen mag), die vier Formeln berechnen 











= (ro 
B=B—6 
3 = (1 reinTtangB 
T=-T— 


und zwar wird man den Werth von (2), der aus der Tafel mit dem Argument B 
entnommen werden sollte, das erstemal mit dem Argument B® entnehmen kön- 
nen, wenn man nicht durch Schätzung einen schon mehr genäherten Werth von 
B anticipiren zu können glaubt; den Werth von (1) nimmt man aus der Tafel 
mit. dem eben gefundenen Werthe von B. 

Dieselbe Rechnung wiederholt man mit dem durch die vierte Gleichung ge- 
fundonen Werthe von T, indem man (1) und (2) mit dem schon verbesserten B 
aus der Tafel entlehnt; und so macht man nöthigenfalls eine abermalige Wieder- 
holung, bis das Resultat zum Stehen kommt, d 
mel denselben Werth von 7’ wiedererhält, von dem man zuletzt ausgegangen war. 
Zu allen diesen Rechnungen wird man nur fünfzifrige Logarithmen verwenden. 

Bei den weitern Wiederholungen wird man die Rechnung mit siebenzifri- 
gen Logarithmen führen, die logarithmischen Correctionen von logt und 1og6 
mit zuziehen, und B= B’— 4b, T— T°—4t setzen. Erst wenn auch diese 
Rechnung stehende Resultate gegeben hat, wird man auch % und 2 nach den am 
Schluss des 33. Art. gegebenen Formeln berechnen. Zur Erläuterung dieser Vor- 
schriften mögen hier die Hauptmomente eines Beispiels stehen, welches eben so. 
wie oben Art.20 bei der sphärischen Rechnung von der Dreiecksseite Brocken- 
Inselsberg hergenommen ist. 

Bei der ellipsoidischen Rechnung ist die Breite des Brockens 








bis man durch die vierte For- 


uw ra 
das Azimuth der Seite Brocken- Inselsberg 
= ara nr 


Der Logarithm der Dreiscksseite in Teisen ist bis auf die siebente Decimale der- 
selbe wie in derconformen Darstellung auf der Kugelfäche, nemlich = 4,7933020, 
folglich in der unsrer Halfstafel zum Grunde liegenden Einheit logr 
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Wenn man, Behuf der ersten Annäherung, 7’ = 5° 42°27°, und aus der 
Tafel mit Argument 51° 48° den Logarithimen von (2)= 8,51004 setzt, so findet. 
sich 6= 3417", B=51019'30°; und, wenn man hiemit log(1) = 8,50893 setzt. 
425 und 7=5°38 49". Eine neue Rechnung mit diesem Werthe, wobei 
‚man {mit dem vorher gefundenen Werthe von B) log(2) = 8,51007 setzt, ergibt, 














G= 33, B=sr 9 an, 420° 5, Test uts 





Mit dem gefundenen Werthe von B entlehnt man aus der Tafel 


log (1) = 8,5080337 
1og(2) = 8,5100716 






og(a) = 1,91876 
ogla) — 3,92553 
1og(5) = 4,92770 
1og(e) = 4.61132 





Mit T= 5° 38° 51° 5 findet sich zuvörderst logB = 3,5391341, oder 
5= 341%° 93. und indem man hier noch einmal 6 anstatt b anwendet, 
B= 51° 19'357 4379. Hiemit ferner log: = 2,6236175. Hiernächst findet 
man, in Einheiten der siebenten Decimale 











(Orr — 90,00 
WE6= 216 
(66 = 08,62 
(166 = 47,00 

an = 220 
Gr= 0m 


und hiemit die logarithmischen Correctionen 


von + 
lagt 2. +10 
log an 


Man hätte diese Rechnung auch schon mit den frühern Werthen von log6 und logt 
machen können, ohne ein anderes Resultat zu erhalten; es würde dann sogleich mit 
1ogb = 3,5931344 der Werth von b= 3412" 986, und B = 51° 1935" 4300 
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sich ergeben haben. Auf logt hat dies keinen ändernden Einfluss: wir haben 
mithin. logt = 2,0298578, 2 = 420° 5890, T = 5"99'51" 4756. Wollte man 
mit. diesem Werthe von T die Rechnung noch einmal durchgehen, so würde 
B keine Änderung erleiden; für logt würde man finden 2,6238170, also 
logt = 2,6238573, 1= 420° 584, mithin 7 = 338° 51°4757. Eine noch- 
malige Rechnung mit diesem Werthe würde gar keine Änderung hervorbringen, 
und offenbar hätte man auch bei dem vorhergehenden Resultate schon stehen 
bleiben können, da bei der Anwendung siebenzifriger Logarithmen die vierte De- 
Einheiten schwankend bleiben kan 








eimale der Secunde um eine oder ei 
Das Endrosultat ist also 





Breite von Inselsberg — Pb = 50° 51' 8° 0444 
Asimutlh der Seite Inselsberg- Brocken. = 150° 7" 
= 185° 357 21" 1815 





Endlich findet sich für den Längenunterschied 


2,1313519 
27319172 
538° 7002 — 


logı 
logl 


ı 8° 55" 7002 





Es ist übrigens nicht nöthig, hier die,am Schluss des Art. 20 gemachten 
Bemerkungen zu wiederholen, welche auch hier ihre vollkommene Geltung be- 
halten, 
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Am 8. October überreichte Hr. Hofr. Gauss der Königl. Societät eine Vor- 
lesung: 





Disquisitiones generales circa superfiies curvas. 


Obgleich die Geometer sich viel mit allgemeinen Untersuchungen über die krum- 
‚men Flächen beschäftigt haben, und ihre Resultate einen bedeutenden Theil dee 
Gebiets der höhern Geometrie ausmachen, so ist doch dieser Gegenstand nach so 
weit davon entfernt, erschöpft zu sein, dass man vielmehr behaupten kann, es 
sei bisher nur erst ein kleiner Theil eines höchst fruchtbaren Feldes angebauet. 
Der Verf: hat schon vor einigen Jahren durch die Auflösung der Aufgabe. alle Dar- 
stellungen einer gegebenen Fläche auf einer andern zu finden, bei welchen die 
kleinsten Theile ähnlich bleiben, dieser Lehre eine neue Seite abzugewinnen ge- 
icht: der Zweck der gegenwärtigen Abhandlung ist, abermals andere neue Ge-, 
htspunkte zu eröffnen, und einen Theil der neuen Wahrheiten, die dadurch 
zugänglich werden, zu entwickeln. Wir werden davon hier anzeigen, was ohne. 
zu grosse Weitläuftigkeit verständlich gemacht werden kann, müssen aber dabei 
im Voraus bemerken, dass sowohl die neuen Begriffsbildungen, als die Theoreme, 
wenn die grösste Allgemeinheit umfasst worden soll, zum Theil noch einiger Be- 
schränkungen oder nähern Bestimmungen bedürfen, welche hier übergangen wer- 
den müssen. 








342 aszeıorx. 


Bei Untersuchungen, wo eine Mannigfaltigkeit von Richtungen gerader Li- 
ion im Raume ins Spiel kommt, ist es vortheilhaft, diese Richtungen durch die- 
jenigen Punkte auf der Oberfläche einer festen Kugel zu bezeichnen, welche die 
Enapunkte der mit jenen parallel gezogenen Radien sind: Mittelpunkt und Halb- 
messer dieser Hülfskugel sind hierbei ganz willkürlich; für letztern mag die Li- 
neareinheit gewählt werden. Dies Verfahren kommt im Grunde mit demjenigen 
überein. welches in der Astronomie in stetem Gebrauch ist, wo man alle Rich- 
tungen auf eine fingirte Himmelskugel von unendlich grosem Halbmesser bezicht. 
Die sphärische Trigonometrie, und einige andere Lehrsätze, welchen der Verf. 
‚noch einen neuen von häufiger Anwendbarkeit beigefügt hat, dienen dann zur 
Auflösung der Aufgaben, welche die Vergleichung der verschiedenen vorkommen- 
den Richtungen darbieten kann. 

Wcan man die Richtung der an jedem Punkt einer krummen Fläche auf 
diese errichteten Normale durch den nach dem angedeuteten Verfahren entspre- 
chenden Punkt der Kugelfäche bezeichnet. also jedem Punkt der krummen Fläche 
in dieser Beziehung einen Punkt der Oberfläche der Hülfskugel entsprechen lässt, 
so wird, allgemein zu reden, jeder Linie auf der krammen Fläche eine Linie auf 
der Oberfläche der Hülfskugel, und jedem Flächenstück von jener ein Flächen- 
stück von dieser entsprechen. Je geringer die Abweichung jenes Stücks von der 
Ebene ist, desto kleiner wird der entsprechende Theil der Kugelfläche sein, und 
es ist mithin ein schr natürlicher Gedanke zum Maassstabe der Totalkrümmung, 
welche einem Stück der krummen Fläche beizulegen ist, den Inhalt des entspre- 
chenden Stäcks der Kugelfläche zu gebrauchen. Der Verf. nennt daher diesen 
Inhalt dio ganze Krümmung des entsprechenden Stücks der krummen Fläche, 
Ausser der Grösse kommt aber zugleich noch die Lage der Theile in Betracht, 
die, ganz abgesehen von dem Grössenverhiltniss, in den beiden Stücken entwe- 
dor eine ähnliche, oder eine verkelrte sein kann: diese beiden Fälle werden durch 
das der Totalkrimmung vorzusetzende positive oder negative Zeichen unterschie- 
den werden können. Diese Unterscheidung hat jedoch nur insofern eine be- 
stimmte Bedeutung, als die Figuren auf bestimmten Seiten der beiden Flächen 
gedacht werden: der Verf. nimmt sie bei der Kugelfläche auf der äussern und bei 
der krummen Fliche auf derjenigen Seite. wo man sich die Normale errichtet 
denkt, und es folgt dann, dass das positive Zeichen bei convex-convexen oder 
). und das nega- 


























oncav-coneasen Flächen (die nicht wesentlich verschieden 
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ire bei concav-convexen Statt hat. Wenn das in Rede stehende Stück der krum- 
men Fläche in dieser Beziehung aus Theilen ungleicher Art besteht, so werden 
noch nihere Bestimmungen nothwendig, dio hier üborgangen werden müssen. 

Die Vergleichung des Inhalts zweier einander correspondirender Stücke der 
krummen Fläche und der Oberfläche der Hülfskugel führt nun (auf dieselbe Art, 
wie z. B. aus der Vergleichung von Volumen und Masse der Begriff von Dichtig- 
keit hervorgeht) zu einem neuen Begriffe. Der Verf. nennt nämlich Krümmungs- 
maass in einem Punkt der krummen Fläche den Werth des Bruches, dessen 
‚ner der Inhalt eines unendlich kleinen Stücks der krummen Fläche in diesem 
Punkt, und der Zähler der Inhalt des entsprechenden Stücks der Fläche der 
Hülfskugel, oder die ganze Krümmung jenes Elements ist. Man sicht, dass, in 
dem Sinn des Verf, ganze Krümmung und Krümmungsmaass bei krummen Flä- 
chen dem analog ist, was bei krummen Linien resp. Amplitudo und schlechthin 
Krümmung genannt wird; er fand Bedenken, die letztern mehr durch Gewohn- 
heit als wegen Angemessenheit recipirten Ausdrücke auf die krummen Flächen 
zu übertragen. Uebrigens liegt weniger an den Benennungen selbst, als daran, 
dass ihre Einführung durch prägnante Sätze gerechtfertigt wird. 

Die Auflösung der Aufgabe, das Krünmungsmaass in jedem Punkt einer 
krummen Fläche zu finden, erscheint in verschiedener Gestalt, nach Maassgabe 
der Art, wie die Natur der krummen Fläche gegeben ist. . Die einfachste Art ist, 
indem die Punkte im Raum allgemein durch drei rechtwinklige Coordinaten 
2.9. x unterschieden werden, eine Coordinate als Function der beiden andern 
darzustellen: dabei erhält man den einfachsten Ausdruck für das Krümmungs- 
nass. Zugleich ergibt sich aber ein merkwürdiger Zusammenhang zwischen die- 
sem Krümmungsnaass und den Krümmungen derjenigen Cursen, die durch den 
‚Schnitt der krummen Fläche mit Ebenen senkrecht auf dieselbe, hervorgehen. 
Bekanntlich hat Euuze zuerst gezeigt, dass zwei dieser schneidenden Ebenen, die 
einander gleichfalls unter eincm rechten Winkel schneiden, die Fägenschaft ha- 
ben, dass in der einen der grösste, in der andern der kleinste Krümmungshalb- 
‚messer Statt findet, oder richtiger, dass in ihnen die beiden äussersten Krüm- 
mungen vorkommen. Hfbr ergibt sich nun aus dem erwähnten Ausdruck für das 
Krümmungsmaass, dass dieses einem Bruche gleich wird, dessen Zähler die Ein- 
heit, der Nenner das Product der beiden Aussersten Krümmungahalbmesser 
wird. — Weniger einfach wird der Ausdruck für das Krümmungsmaas, wenn 
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die Natur der krummen Fläche durch eine Gleichung zwischen #. 9, z, bestimmt 
ist, und noch zusammengesetzter wird jener, wenn die Natur der krummen 
Fläche dadurch gegeben ist, dass #9, = in. der Gestalt von Functionen zweier 
ichen Grössen p. q dargestellt sind. Im letzten Fall enthält der 
Ausdruck funfzchn Elemente, nemlich die partiellen Differentialquotienten der 
ersten und zweiten Ordnung von #9, nach p und g: allein er ist weniger 
wichtig an sich, als weil er den Übergang zu einem andern bahnt, der zu den 
merkwärdigsten Sützen in dieser Lehre gerechnet worden muss. Bei jener Art, 
die Natur der krummen Fläche darzustellen, hat der allgemeine Ausdruck für 
irgend ein Linearolement auf derselben, 


oder für Ylda'+dy’+de‘), die Form YlEdr+2Fdr.dy+ Gay‘) 








‚neuen verindeı 


wo E,F,G wiederum Functionen von p und g werden; der erwähnte neue 
Ausdruck für das Krümmungsmaass enthält nun bloss diese Grössen, und 
partiellen Differentislguotienten der ersten und zweiten Ordnung. Man sicht also, 
dass zur Bestimmung des Krümmungsmaasses bloss die Kenntniss des allgemei- 
nen Ausdrucks eines Linearelements erforderlich ist, alıne dass es der Ausdrücke 
für die Coordinaten =, y, = selbst bedarf. Eine unmittelbare Folge davon ist 
der merkwürdige Lehrsatz: Wenn eine krumme Fläche, oder ein Stück dersel- 
ben auf eino andere Fläche abgewickelt werden kann, so bleibt nach der Ab- 
wickelung das Krümmungsmanss in jedem Punkt ungeändert. Als specieller Fall 
folgt hieraus ferner: In einer krummen Fläche, die in eine Fbene abgewickelt, 
worden kann, istdas Krümmungsmaass überall = 0. Man leitet daraus sofort die 
(characteristische Gleichung der in eine Ebene abwickelungsfhigen Flächen ab, 
inemlich, in so fern = als Function von « und y betrachtet wird, 
Pe nenn 

eine Gleichung, die zwar längst bekannt, aber nach des Verf. Urtheil bisher nicht 
mit der erforderlichen Strenge bewiesen war. 

Diese Sätze führen dahin, die Theorie der krummen Flächen aus einem 
neuen Gesichtspunkte zu betrachten, wo sich der Untersuchung ein. weites noch 
‚ganz unangobautes Feld öffnet. Wenn man die Flächen nicht als Grenzen von 
Körpern , sondern als Körper, deren eine Dimension verschwindet, und zugleich 
als biegsam, aber nicht als dehnbar betrachtet, s0 begreift man, dass zweierlei 
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wesentlich verschiedene Relationen zu unterscheiden sind, theils nemlich solche, 
die eine bestimmte Forın der Fläche im Raume voraussetzen, theils solche, welche. 
von den verschiedenen Formen, die die Fläche annehmen kaun, unabhängig sind. 
Die letztern sind cs. wovon hier die Rede ist: nach dem, was vorhin bemerkt ist, 
‚gehört dazu das Krümmungsmaass; man sicht aber leicht, dass cbon dahin die 
Betrachtung der auf der Fläche construirten Figuren, ihror Winkel, ihres Flä- 
cheninhalts und ihrer Totalkrümmung. die Verbindung der Punkte durch kür- 
zeste Linien u. dgl. gehört. „Alle solche Untersuchungen müssen davon ausge- 
hen, dass die Natur der krummen Fläche an sich durch den Ausdruck eines un- 
bestimmten Linearelements in der Form Y{Edp’+2 Fap.dg-+ Gdg?) gegeben 
ist. Der Verf, hat gegenwärtiger Abhandlung einen Theil seiner seit mehreren 
Jahren auf diesem Felde angestellten Untersuchuneen einverleibt, indem er sich 
auf solche einschränkte, die von dem ersten Eintritt nicht zu entfernt liegen und 
zum Theil als allgemeine Hilfsmittel zu vielfachen weitern Untersuchungen die- 
nen können. Bei unsrer Anzeige müssen wir uns noch mehr beschränken, und 
uns begnügen, nur einiges als Probe anzuführen. Als solche mögen folgende 
Liehrsätze dienen. 

Wenn auf einer krummen Fläche von Einem Anfangspunkte ein System 
von gleicher Länge ausläuft, so schneidet die 
durch ihre Endpunkte gehende Linie jede.derselben unter rechten Winkeln. Wenn 
an jedem Punkte einer beliebigen Linie auf einer krummen Fläche kürzeste Li- 
nien von gleicher Länge senkrecht gegen jene Linie gezogen sind, so. 
alle auch senkrecht gegen. diejenige Linie, welche ihre andern Endpunkte ver- 
bindet. ‚ Diese beiden Lehrsätze, wovon der zweite als eine Generalisirung des 
ersten betrachtet werden kann, werden sowohl analytisch, als durch einfache geo- 
metrische Betrachtungen bewiesen. Der Überschuss der Summe der Winkel eines 
aus kürzesten Linien gebildeten Dreiecks‘ über zwei Rechte ist der Totalkrümmung 
des Dreiecks gleich. Es wird hiebei angenommen, dass für die Winkel derjenige. 
dem ein dem Halbmesser gleicher Bogen entspricht, (87° 17'45°), und für die 
ganze Krümmung, als Stück der Fläche der Hülfskugel, der Inhalt eines Qua- 
drats, dessen Seite der Halbmesser der Hülfskugel ist, als Einheit zum Grunde 
liegt. Offenbar kann man diess wichtige Theorem auch so ausdrücken: der Über- 
schuss der Winkel eines aus kürzesten Linien gebildeten Dreiecks über zwei 
Rechte verhält sich zu acht Rechten, wie das Stück der Oberfläche der Hülfsku- 
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gel, welches jenem als ganze Krümmung entspricht, zu der ganzen Oberfläche 
der Hülfskugel. Allgemein wird dor Überschuss der Winkel eines Polygons von 
n Seiten, wenn diese kürzeste Linien sind. über 2n—4 Rechte, der ganzen 
Krümmung des Polygons gleich 

Die allgemeinen in der Abhandlung entwickelten Untersuchungen werden. 
am Schluss derselben noch auf die Theorie der durch kürzeste Linien gebildeten 
Dreiecke angewandt, wovon wir hier nur ein paar Haupttheoreme anführen. Sind 
a,b, c die Seiten eines solchen Dreiecks (die als Grössen der ersten Ordnung be- 
rachtet werden); A. B, € die gegenüberstchenden Winkel; a, 8, y die Kräm- 
inungsmaasse in den Winkelpunkten; @ der Flächeninhalt des Dreiecks, a0 ist. 
bis auf Grössen der vierten Ordnung, }{a-+8-+})s der Überschuss der Summe 
A-+B-+C über zwei Rechte. Ferner sind, mit derselben Genauigkeit, die 
Winkel eines ebenen geradlinigen Dreiecks, dessen Seiten a, b, e sind, der Ord- 
nung nach 








Ammltat 64 Ne 
Boys at26+ 1e 
Cm a+ S+27s 


Man sieht sogleich, dass das letzte Theorem eine Generalisirung. des bekannten 
von Lxoexbns zuerst aufgestellten ist, nach welchem man, bis auf Grössen der 
vierten Ordnung, die Winkel des geradlinigen Dreiecks erhält, wenn man die 
Winkel des sphärischen jeden um den dritten Theil des sphärischen Excesses ver- 
mindert. Auf einer nichtsphärischen Fläche muss man also den Winkeln un- 
gleiche Reductionen beiftgen, und die Ungleichheit ist allgemein zu reden eine 
Grösse der dritten Ordnung; wenn jedoch die ganze Fläche nur wenig von der 
Kugelgestalt abweicht, so involvirt jene noch ausserdem einen Factor von der 
Ordnung der Abweichung von der Kugelgestalt. Es ist unstreitig für die höhere 
Geodaesie wichtig, dass man im Stande ist, die Ungleichheiten jener Reductio- 
nen zu berechnen, und dadurch die volle Ueberzeugung zu erhalten, dass sie für 
alle messbaren Dreiecke auf der Oberfläche der Erde als ganz unmerklich zu be- 
achten sind. So finden sich z. B. in dem-grössten Dreiecke der von dem Verf. 
ausgeführten Triangulirung, dessen grösste Seite fast 15 geographische Meilen 
lang ist, und in welchem der Ueberschuss der Summe der drei Winkel über zwei 
Rechte fast 15 Sccunden beträgt, die drei Reductionen der Winkel auf die Win- 
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kel eines geradlinigen Dreiecks "05113. 4"05104, 4705131. Übrigens hat der 
Verf. auch die in den obigen Ausdrücken fehlenden Glieder der vierten Ordnung 
entwickelt, die für die Kugelfliche eine sehr einfache Form erhalten; bei mess- 
baren Dreiecken auf der Oberfläche der Erde sind sie aber ganz unmerklich, und 
in dem angeführten Beispiel würden sie die erste Reduetion nur um zwei Einhei- 
ten der fünften Decimale vermindert und die dritte eben so viel vergrössert haben. 














1603 Naramar 


Der königlichen Societt ist am: 29. October von dem Hofrath, Gauss 
Vorlesung überreicht, mit der Überschrift: 





Untersuchungen über Gegenstände der höheren Geodassie, 


von welcher hier ein kurzer Bericht gegeben werden soll. 

Bei dem trigonometrishen Theile der von dem Verf. in den Jahren 1821 — 
1827 ausgeführten Gradmessung, und bei den spätern damit zusammenhängen- 
den und über das ganze Königreich Hannover sich erstreckenden trigonometr 
schen Vermessungen sind, sowohl in Bezichung auf die Art, wio die Messungen 
angestellt wurden, als noch mehr in Bezichung auf ihre nachherige mathemati 
sche Behandlung und ihre Verarbeitung zu Resultaten, Wege eingeschlagen, die 
von den sonst betretenen abweichen. Manches von diesen dem Hofr. Gavss ei- 
genthümlichen Methoden ist zwar bereits zur Öffentlichkeit gebracht, theils von 
ihm selbst in verschiedenen vorlängst erschienenen Aufsätzen, theils durch an- 
dere, welche nach mündlichen oder brieflichen Mittheilungen bei ihren eigenen 
trischen Messungen Anwendungen davon gemacht hatten. Allein der 
re ‚heil jener Methoden, di 2, welche sich am meisten von den 
sonst gebräuchlichen unterscheiden, und deren Veiständniss eine tiefere mathe- 
matische Begründung erfordert, ist bisher noch nicht dargestellt. Des Verf. frü- 
horn Vorsatz, nach völliger Beendigung der Messungen diese selbst nebst allen 
von ihm angewandten Verfahrungsarten in einem besondern Werke darzulegen, 
haben Umstände, deren Auseinandersetzung nicht hieher gehört, zur Zeit noch 
procrastinirt, und er hat deshalb das Auskunftsmittel gewählt, das im theoreti- 
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schen Theile ihm eigenthümliche in einer Reihe von einzelnen Abhandlungen be- 
kannt zu machen. Es wird dadurch noch der Vortheil gewonnen, dass auf diese 
Ast manche ein selbstständiges Interesse darbietende Untersuchungen, welche 
mit den übrigen in enger Verwandtschaft stehen, sie vorbereiten und in ein hel- 
leres Licht setzen, auch wenn von denselben bei den in Rede stehenden Messun- 
gen selbst keine unmittelbare Anwendung gemacht ist, doch mit grüsserer Aus- 
führlichkeit entwickelt werden können, als bei dem frühern Plane mit einer gleich- 
müssigen Behandlung der Gegenstände verträglich sein würde. 

In die Klasse solcher Untersuchungen gehört namentlich diejenige, welche, 
den Gegenstand der vorliegenden ersten Abhandlung ausmacht. Den Hauptin- 
halt derselben bildet eine Methode, nach welcher ein System von Dreiecken auf 
der Oberfliche eines Umdrehungs-Ellipsoids: ohne etwas von der Schärfe aufzu- 
opfern, so berechnet werden kann, als wenn es auf einer Kugelfläche sich be- 
fände. Diese Methode findet ihre Grundlage in der Auflösung eines viel umfas- 
sendern Problems, welche der Verf. in einer 1822 geschriebenen und von Herrn 
Conferenzrath Senexacnex im dritten Heft der Astronomischen Abhandlungen zum 
Druck beförderten Denkschrift gegeben hat, unter dem Titel: Allgemeine Auf- 
sung der Aufgabe, die Theile einer gegebenen Fläche auf einer anderen gegebenen 
Fläche 0 alzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen 
ähnlich wird. Der Verf. hat diejenigen Darstellungen einer Fläche auf einer an- 
dern, welche der angegebenen Bedingung Genüge leisten, zur Abkürzung des 
Vortrags und weil sio'überhaupt als eine schr reiche Hülfsquelle für die Rech- 
nungen der höhern Geodacsie eine besondere Benennung wohl verdienen, mit dem 
‚Namen conforme Darstellungen belegt, welches sonst vage Beiwort also hier im- 
mer in einer präcis bestimmten Bedeutung zu verstehen ist. Mncarozs und die 
stereographische Projection sind bekannte Beispiele conformer Darstellungen der 
Kugelfliche auf der Ebene. 

Es ist kam nöthig, zu bemerken. dass die Achnlichkeit in den kleinsten 

lich kleinen) Teilen wohl unterschieden werden muss von der Ähnlichkeit 
in allen endlichen “heilen. _ Die letztere ist nur in speeiellen Fällen zu erreichen 
möglich, wonn nemlich die erste Fläche entweder auf die zweite selbst oder auf 
eine ihr ähnliche abgewickelt werden kann; im Allgemeinen aber, wo die Con- 
formität nur in der Ähnlichkeit der kleinsten Theile besteht, ist das Vergrässe: 
rungsverhältiss, d.i. das Verhältniss, in welchem die auf beiden Flächen einan- 
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der entsprechenden unendlich kleinen Linien zu einander stehen, eine nach Ver- 
schiedenheit der Stellen in den Flächen veränderliche Zahl. In Menexrors Pro- 
‚jection z, B. ist die Vorgrösserungszahl desto grösser, je entfernter vom Äquator, 
in der stereographischen Projection, je entfernter vom Augenpunkte die betref- 
fenden Stellen sind. 

Von jeder gegebonen Fläche sind auf einer andern gegebenen Fläche unend- 





eine arbiträre Function enthält, welche nach Gefallen oder 
den jedesmaligen Zwecken gemäss bestimmt werden kann. Wenn nur ein Theil 
der einen Fläche übertragen werden soll, ist cs in der Regel am vortheilhnftesten, 
eine solche conforıe Darstellung zu wählen, bei welcher innerhalb der darzustel- 
Nenden Fläche die Ungleichheiten des Vergrösserungsverhältnisses in den möglich 
engsten Grenzen bleiben. 

Die Aufgabe der conformen Übertragung der Ellipeoidfläche auf die Kugel- 
fläche ist in der angeführten Schrift unter den Beispielen besonders abgehandelt, 
und der allgemeinen Auflösung sind zwei speeielle beigefügt, woyon die eine vor- 
zugsweise für die Darstellung der ganzen Ellipsoidfläche geeignet, die andere hin- 
gegen weit zweckmäseiger ist, wenn (wie es immer bei bestimmten Anwendun- 
gen auf die Geodasie der Fall ist) nur ein mässiger Theil dor als elipsoidisch be- 
rachteten Erdfläche auf eine Kugelfläche conform übertragen worden soll. In 
wie hohem Grade diese zweite Darstellungsart der oben ausgesprochenen Fordo- 
Tung genigt, ist aus einem a. a. ©. aufgestellten Beispiele abzunehmen. wo die 
Veränderlichkeit des Vergeösserungsvorhältnisses innerhalb einer Zono von fünf 
Breitengraden nur wrote beträgt. Es sind ferner daselbst die Hauptzüge der 
Methode, wie überhaupt eine conforme Übertragung zur Berechnung eines Drei- 
eckssystems benutzt werden kann, im Allgemeinen angedeutet, die eigentliche 
Ausführung aber, und die Anwendung auf diese bestimmte Übertragungsart einer 
späteren Bearbeitung vorbehalten. 

Die gegenwärtige Abhandlung ist nun dazu bestimmt, diese Verpflichtung 
auszulösen, obwohl nicht ganz in derselben Art, wie sie eingegangen war: cs wird 
nemlich darin nicht die eben erwähnte, sondorn eine davon verschiedene dritte 
specielle Auflösung der Aufgabe zum Grunde gelegt, durch welche der beabsich- 
tigte Zweck noch vollkommener erreicht wird. In dieson Blättern müssen wir 
uns damit begnägen, nur im Allgemeinen einen Begriff davon zu geben. 
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in System von Dreiecken auf dem Sphäroid, dessen Seiten sogenannte 
geodactische Linien sind, wird bei einer conformen Übertragung auf die Kugel- 
fläche durch ein annloges Dreieckssystem dargestellt, worin die Winkel, wie schon 
aus dem Begriffe der Conformität von selbst folgt, den entsprechenden Winkeln 
des erstern Systems genau gleich sind, während die Seiten zwar nicht in mathe- 
matischer Schärfe Bögen von grössten Kreisen werden, aber doch davon nur schr 
wenig abweichen. Kann man nun bewirken, dass diese Abweichungen in dem 
ganzen Umfange des Systems nach Massgabe der in die Berechnung zu legenden 
Genauigkeit wie ganz verschwindend betrachtet werden dürfen, so ist klar, dass 
‚nachdem eine Seite des sphäroidischen Systems auf die Kugelfääche übertragen 
ist, man ohne weiteres däs ganie System wie eines von gewöhnlichen sphärischen 
Dreiecken berechnen darf, und nur am Schluss von den Längen und Breiten auf 
der Kugelfläche auf die Längen und Breiten auf dem Sphiroid zurückzugehen 
braucht, insofern man die Endrosultate der Messung in dieser Form verlangt. 
Dieser Übergang wird entweder vermittelst der Formeln, welche die gewählte 
Übertragungsart darbietet, geschehen können, oder vermittelst einer im Voraus 
berechneten Hülfstafel. In den Fällen hingegen, wo jene Abweichung merklich 
genug wird. um eine Berticksichtigung zu verdienen, wird jeder aus den Messur 
gen hervorgegangene Winkel vor der scharfen Berechnung auf der Kugel erst ei 
ner kleinen Reduction bedürfen, und die Arbeit wird dadurch nur unbedeutend 
vergrössert werden, wenn die Zahlwertlie der Reductionen sich mit Leichtigkeit 
berechnen lassen. 

Die in der vorliegenden Abhandlung entwickelte Übertragungvart ist so be- 
schaffen, dass die Abweichung derjenigen Curve, durch welche ein geodaetischer 
Bogen auf der Kugelfläche dargestellt wird, von Grösstenkreisbogen zwischen den- 
selben Endpunkten, immer wie ganz verschwindend zu betrachten ist in der Nähe 











eines bestimmten Paraleikreises (Normal-Parallelkreiscs), welchen man nach Ge- 
fallen wählen kann, und, wenn man die ganze Rechnungsanlage von vorne her 
für ein bestimmtes Dreieckssystem selst ausführt, am schicklichsten ungefähr 
durch die Mitte des ganzen Systems legen mag. Je weiter man sich von diesem 
Normal-Parallelkreise nach Norden oder Süden entfernt. desto grösser können 
jeue Abweichungen werde, die übrigens duncben zugleich von der Grösse der 
Dreiecksseiten und von ihrer Lage gegen den Meridian abhängig sind; inner 
aber bleiben sie, selbst bei schr beträchtlicher Entfernung von dem Normal-Pa- 
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rallelkreise, noch so geringfügig, dass man ihre Berücksichtigung bei den mei- 
sten Messungen kaum der wenn auch leichten Mühe werth halten wird. 

In der Abhandlung ist die Theorie aller dieser und anderer damit zusam- 
menhängenden Rechnungen vollständig entwickelt. an einer durchgehenden Mu- 
sterrechnung erläutert, und mit einer Hülfstafel begleitet, die allerdings zunächst 
für diejenige Zone bestimmt ist, in welcher das Mannoversche Dreicc) 
liegt, aber auch ohne weiteres für Messungen benutzt werden kann; die diese 
Zone weit überschreiten: sie erstreckt sich nemlich über eine Zone von zwölf 
Breitengraden; in deren Mitte dor gewählte Normal-Parallelkreis von 52° 40° 
Breite liegt. Diese Tafel ist mit einer Schürfe berechnet, die ausreicht selbst 
wenn ein Dreieckssystem mit zehnzifrigen Logarithmen berechnet werden. soll, 
also mit einer viel grösseren Schärfe, als man in den meisten Fällen beibehalten 
Wird: indessen schien die kleine Raumersparniss, die durch Weglassung von ein 
paar Decimalen gewonnen sein würde, zu unerheblich, um beim Abdruck etwas 
davon zu unterdrücken. 

Merklich und unmerklich sind bei Rechnungsoperationen relative Begriffe, 
und cs ist also wohl dor Mühe werth, sie nach cin paar aus der Abhandlung ent- 
Nchnten Beispielen auf ein bestimmtes Maass zurückzuführen. 

In dem Hannoversche Dreieckssysteme ist das grösste Dreieck, welches, 
auch zugleich am weitesten von dem Normal-Parallelkreise abliegt, dasjenige, 
welches zwischen den Punkten Brocken, Hohchagen, Inselsberg gebildet wird, 
In diesem kommen daher auch die grössten Werthe der Richtungsreductionen 
vor, und zwar bei der Seite Hohehagen-Inselsberg, wo die Reduction des Azi- 
müths an dem erstern Endpunkte —0°00992, am andern -+0"00428 beträgt. 
In dem ganzen Systeme kommen.nur noch zwei andere Dreiecksseiten vor, wo die 
Reductionen 0°001 übersteigen, bei allen übrigen bleiben sie unter dieser Grösse. 

Das grösste Hauptdreicck der trigonometrischen Vermessungen der Schweiz. 
ist das zwischen den Punkten Chasseral, Suchet, Borra enthaltene; es berührt 
eben die südliche Grenze. bis zu welcher die Hülfstafel sich erstreckt, so dass 
die Richtungsreductionen sich noch vermittelst derselben berechnen Inssen. Die 
grösste Reduction ist die, welche das Azimuth von Chasseral in Suchet trift, und 
beträgt +0"06221. 

Es ist hieraus ersichtli 
sche Dreieckssystem liegt, die Reduction ganz wegfällt, wenn die Rechnung auf 
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Hunderttheile der Secunde geführt wird, und dass man sogar in der ganzen Zone 
von zwölf Graden, welche die Halfstafel umfasst, die Berücksichtigung der Re- 
ductionen unterlassen kann, wenn man in der Rechnung nur Zehntel der Se- 


cunde notirt. 
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Am 1rtn September wurde von dem gch. Hofrath Gares dor Königlichen 
Gesellschaft der Wissenschaften eine Vorlosung überreicht mit der Überschrift: 


Untersuchungen über Gegenstände der hühern Geodacsie, zweite Abhandlung. 


über deren Inhalt und Zusammenhang mit der ersten Abhandlung ein kurzer Be- 
richt hier zu geben ist. 

In der ersten Abhandlung war eine neue Methode, die geodactischen Me: 
sungen zu behandeln, vorgetragen, deren Haupteigenthünlichkeit darin besteht, 
dass die meisten Rechnungen ganz oder fast ganz eben so geführt werden, als I 
fände sich das Dreieckssystem nicht auf einer sphäroidischen, sondern auf einer 
Kugelfläche, und zwar ohne allen Abbruch für die äusserste Schärfe der Resultate. 
Eine der Hauptaufgaben im Gebiete der geodnctischen Rechnungen, nemlich aus 
der Grösse einer als geodaetische Linio auftretenden Dreiccksseite, der Breite des 
einen Endpunkts, und dem Azimuthe, unter welchem dasolbst der andere End- 
punkt orscheint, abzuleiten die Breite dieses andern Endpunkts, das dortige Azi- 
muth der Dreiccksseite, und den Längenunterschied der beiden Punkte, redueirt 
h bei jener Behandlungsweise auf die blosse Auflösung eines sphitrischen Drei- 
ecks. Ein Paar Seiten sind gleichwohl dieser Aufgabe in der erwähnten Abhand- 
Tung aus dem Grunde gewidmet, weil die gewöhnlichen Formeln der sphärischen 
Trigonometrie, we zu mehrzifrigen Logarithmen greifen will, nicht 
immer ausreichen würden. den Resultaten eine ganz genügende Schärfe zu geben. 
und deshalb gewisse Umforimungen jener Formeln nothwendig werden. Ausser- 
dem aber verstattet der Umstand, dass die Seiten solcher Dreiecke, deren Wi 
kel wirklich gemessen werden, immer in Vergleich zu den Dimensionen des gaı 
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zen Erdkörpers nur kleine Grössen sein können, solche Umwandlungen der For- 
meln, welche die Geschmeidigkeit und Bequemlichkeit derselben schr vergrössern; 
‚ja, wenn gleich diese Umwandlungen eigentlich nur Näherungsformeln sind, vo 
können sie doch nicht bloss cben so grosse, sondern selbst grössere Schärfe ge- 
währen, als die absolut strengen Formeln, was man nicht paradox finden wird, 
wenn man erwägt, dass die letztern doch immer vermittelst der trigonometrischen 
Tafeln zur Ausübung kommen müssen, deren Schärfe keine absolute, sondern 
ch die Anzahl der Deeimalzifern begrenzt ist. Unter den verschiedenen in der 
'g mitgetheilten für den angedeuteten Zweck bestimmten Formeln 
zeichnet sich nun besonders die am Schluss derselben aufgeführte Combination 
dadurch aus, dass sie den Zusammenhang jener sechs Quantitäten in der zur 
Rechnung möglich bequemsten Gestalt aufstellt, und eine Schärfe gewälirt, die 
auch bei den grössten wirklich messbaren Dreiecken überflüssig ausreicht. Es 
musste dadurch das Verlangen nach dem Besitz analoger unmittelbar für die EI- 
lipsoidfläche geltender Formeln erweckt werden, und die Entwicklung derselben 
bildet den Hauptinhalt der gegenwärtigen zweiten Abhandlung. 

Während die Aufindung der erwähnten für die Kügelfläche gültigen For- 
meln auf ganz elementarischen Sätzen beruhete, erfordert hingegen die Ermitt- 
lung ihrer Gegenstücke auf der Ellipsoidfläche eine Reihe ziemlich verwickelter 
Operationen, und es muss daher ohne Zweifel angenehm sein, wenn mehr als 
Ein Weg zu demselben Ziele zu gelangen nachgewiesen wird. Der Verf., wel- 
cher alle diese Untersuchungen schon vor mehr als dreissig Jahren zu seinem Pri- 
vatgebrauch durchgeführt, und nur bisher zur Veröffentlichung noch keine be- 
sondere Veranlassung gefunden hatte. theilt nun in der vorliegenden Abhandlung 
‚zwei unter sich durchaus verschiedene, aber zuletzt au ganz gleichen Resultaten 
führende Ableitungsarten mit, von denen eine in der Theoric der conformen Über- 
tragung der Ellipsoidfläche auf die Kugelfläche wurzelt. In dieser Bezichung 
schliesst sich die zweite Abhandlung auch an die erste an, obwohl übrigens beide 
insofern als gänzlich unabhängig von einander zu betrachten sind, ‚als man freie, 
Wahl behält, die geodaetischen Rechnungen entweder bloss nach der in der er- 
sten Abhandlung, oder bloss nach der in der zweiten Abhandlung gelehrten Me- 
thode zu führen. 

Die Aufgabe, von der geographischen Lage eines Punkts auf der Sphäroid- 
fläche zu der eines andern Punktes überzugchen, der mit jenem durch eine geo- 

ss 



































354 Auzsıoe. 


dactische Linie von bekannter Grösse und Richtung verbunden ist, ist schon seit 
langer Zeit vielfältig behandelt, und um unter verschiedenen Methoden zu seinem 
Gebrauch passend zu wählen, muss man allerdings mancherlei Umstände bertick- 
sichtigen. Es ist z. B. erheblich dabei, ob man die Aufgabe nur für Einen oder 
einige wenige conerete Fälle aufzulösen hat, oder für schr viele. In der letztern 
Voraussetzung wird es von Wichtigkeit sein, dass die Methode jedesmal die mög- 
lich grösste Bequemlichkeit und Übersichtlichkeit der Definitivrechnung gewähre, 
wenn auch die Anwendbarkeit der Methode vielleicht erst gewisse allgemeine Vor- 
bereitungsarbeiten erfordern sollte. Eben so wichtig ist der Umstand, ob man 
die Resultate einer ausgedehnten trigonometrischen Vermessung alle in der Form 
von geographischer Länge und Breite und zwar ausschliesslich nur in dieser Form 
verlange, oder ob daneben die Resultate für die Lage sämtlicher Punkte auch 
noch in einer andern Form, z. B. der der rechtwinkligen Coordinaten, aufgestellt 
werden; im letzten Fall wird es weniger nothwendig sein, die geographische 
Lage mit der alleräussersten Schärfe anzugeben. 

Die von Dusssovn, Lzamonz, Deraumes. u. A. gegebenen Formeln berück- 
sichtigen nur die erste Potenz der Abplattung, was allerdiügs in practischer Hin- 
sicht von nicht grosser Erheblichkeit sein wird, da einmal die Abplattung des 
Erdsphäroids nur ein kleiner Bruch ist. Es ist daher auch nicht die Meinung, es 
als einen in practischer Bezichung wichtigen Vorzug geltend zu machen, dass die 
neue Methode von der Kleinheit der 
sern unter jenen Methoden mögen allerdinge ci 
chende Schärfe gewähren, obwohl man einen in mathematischer Bezichung gend- 
‚genden Nachweis dafür vermisst. Dagegen darf man behaupten, dass die neue 
Methode, wenn die nöthigen Erfordernisse bereit sind, eine bequemere und nach 
ihrem wesentlichen Inhalt in einem bedeutend kleinern Raum zu coneentrirende 
Rechnung ergibt. Bassis im Jahre 1825 gegebene Auflösung trägt das Geprüge 
einer grossen mathematischen Vollendung, und ist auch gar nicht abhängig von 
der Voraussetzung, dass die Entfernung der beiden Punkte von 
gleich zu den Dimensionen des ganzen Erdsphäroids klein sei. In theoretischer 
Rücksicht ist dies ohne Zweifel ein Vorzug dieser Methode; bei Beurtheilung des 
hat man aber folgende Umstände:in Betracht zu ziehen. Die 
Methode macht gar keinen Unterschied zwischen dem Fall grosser und dem Fall 
kleinerer Entfernungen, sondern erfordert für alle Fälle gleich lange Rechnungen, 
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verzichtet also auf die Vortheile, die man in dem letztern iu der Ausübung un- 
gleich häufiger vorkommenden Falle bei dem Gebrauch anderer Methoden von 
diesem Umstande zichen kann. Der nützliche Gebrauch der Besszuschen Methode 
wird sich also auf don Fall beschrünken, wo die beiden Punkte nicht unmittel- 
bar durch die Seite eines wirklich gemessenen Dreiecks zusammenhängen, son- 
dern #o der Zusammenhang durch eine grössere Reihe von Dreiecken vermittelt 
ist. Allein dann muss man mit Recht fragen, wie denn die Data za der Aufgabe 
erlangt werden sollen, nemlich die wirkliche Länge der die beiden Punkte verbin- 
denden geodaetischen Linie, und der Win) 
punkte mit dem Meridian macht? Diese Bestimmung durch eine bloss sphärische 
Berechnung der Übergangsdreiecke zu machen (wie Besser, bei der wenig ausge- 
dehnten preussischen Gradmessung gethan hat), würde bei einer vicl grössern 
‚Entfernung nicht mehr zulässig bleiben: soll aber dieser Übergang sphäroidisch 
gerechnet werden, so wird dies schon für sich allein eben so viel Arbeit erfordern, 
als wenn man gleich von jedem folgenden Pankt Breite, Länge und das rückwärts 
geltende Azimuth bestimmt. Übrigens gelten diese Bemerkungen auch von 
Ivonr's Auflösungsmethode, die mit der von Bass, viele Ähnlichkeit hat, aber 
das eigentliche practische Bedürfniss wenig berücksichtigt. 

Über die in der vorliegenden Abhandlung gegebene Methode möge hier 
noch Folgendes bemerkt werden. 

Die Formeln geben unmittelbar die Diferenzen zwischen. den beiden Brei 
ten und den beiden Azimuthen, so wie den Längenunterschied, und eben. 
auf beruht, bei der Kleinheit dieser Differenzen (insofern rücksichtlich der Azi- 
muthe das eine von der Südseite, das andere von der Nordseite des Meridians ge- 
zählt wird) die Schärfe der Rechnung, ohne mehrstellige Lögarithmen zu erfor- 
dern. Die Symmetrie und Einfachheit der Formeln hingegen beruhet darauf, 
dass sie zuntichst nicht von der Breite und dem Azimuthe an dem einen End- 
punkte, sondern von dem Mittel der beiden Breiten und dem Mittel der beiden. 
Azimuthe abhängen. Es folgt daraus, dass die Formeln, zur Auflösung der Auf- 
gabe, wie sie oben ausgesprochen ist, nur vermöge eines indirecten Verfahrens 
oder einer suecessiven Annäherung benutzt werden können. "Getbte und mit den 
Hülfen des kleinen Mechanismus derartiger Operationen vertraute Rechner wer- 
den in diesem Umstande kaum eine Unbequemlichkeit finden, zumal da man an- 
‚nchmen kann, dass fast immer zu der Zeit, wo die scharfe Ausführung der Rech- 
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mung vorgenommen werden soll, sehr genäherte Werthe der zu bestimmenden 
Grössen schon vorliegen. Genau genommen haben Abrigens auch alle andern 
Auflösungsarten des Problems, namentlich auch die Besssrsche, theilweise diesen 
Charakter indirecter Operationen. Der wesentlichste Umstand bleibt aber der. 
dass von den wiederholten Annäherungen nur die letzte. die den ganzen Kern 
der Rechnung vollständig enthält, aufbewahrt zu werden braucht, und dass diese. 
eine Kürze und Übersichtlichkeit hat, wie keine andere Methode. 

Die Formeln für die Auflösung der Aufgabe auf der Sphüroidfläche unter 
scheiden sich von donen für die Kugelfläche lediglich dadurch, dass gewisse Zwi- 
schengrössen,, die bei diesen constant sind, bei jenen von der Breite abhängig 
werden; diese lassen sich folglich in eine Hülfstafel bringen, deren Argument die 
Breite bildet. Steht eine solche Hülfstafel zu Gebote, so wird in jedem conere- 
ten Falle die Rechnung auf der Sphäroidfläche ganz eben so leicht, wie auf der 
Kugelfliche: Für die Zone von 51— 54 Grad Breite, welche für das Hannover- 
sche Dreieckssystem ausreicht, ist eine solche Hülfstafel am Schlusse der Abhand- 
lung beigefügt, ’und zwar nach demjenigen Werthe der Abplattung. welchen 
Besser, aus allen bisherigen Gradmessungen abgeleitet hat, und der auch schon 
in der ersten Abhandlung zum Grunde gelegt war. Wor dieselbe Methode auf. 
ausserhalb dieser Zone liegendes Dreicckssystem anwenden wollte, würde damit 
anfangen müssen, jene Hülfstafel für seinen Zweck weiter auszudehnen, oder, 
falls er eine andere Abplattung zum Grunde legen wollte, sich erst cine neue 
Hülfstafel zu eonstruiren. Wo es die Bearbeitung eines grossen Dreicckssystems 
gilt, kommt eine solche-vorgängige Halfsarbeit gar nicht in Betracht, und die 
darauf gewandte Mühe wird durch die Bequemlichkeit der Benutzung reichlich 
ersetzt. Für den Fall hingegen, wo man nur eine oder ein paar conerete Auflö- 
sungen der in Rede sichenden Aufgabe suchen soll, hat die Methode nicht vor- 
ugsweise bestimmt sein sollen. 
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Ancmeroes gründete bekanntlich in seiner Schrift, Circuli dimensio, seine 
Bestimmung der Grenzen für den Umfang des Kreises darauf, dass er denselben 
zwischen den Umfang eines umgeschriebenen und eines eingeschriebenen 96 Ecks 
einschloss. Die Berochnung dieser 
grössern Zahl, als jener, und einer kleinen, als dieser, verrichtet er durch stu- 
fenweises Fortschreiten vom Sechseck zum Zwölfeck, von diesem zum 24 Eck u.a.f. 
Für beide 06 Ecke geht er daher, nach unserer Art zu reden, von einem genä- 
herten Werthe der Irrationalgrösse ‚3 aus, wovon der eine, nemlich #44, et- 
was zu klein, der andere, 4%. etwas zu gross ist; jener wird bei den umschrie- 
benen, dieser bei den eingeschriebenen Vielecken gebraucht. Bei genauerer An 
sicht findet man, dass diese genäherten Werthe in der Reibe 4.4.1, 4.44 u.s.f. 
deren Glieder abwechselnd grösser und kleiner sind als, Y3, und jedes weni 
„ als.irgend ein andrer, durch kleinere Zahlen ausgedrückteı 
Bruch, — mit vorkommen; der Bruch 343 ist nemlich das achte, und ty das 
eilfte Glied der Reihe. ‚Es scheint demnach, dass Anonnezp diese genäherten Wer- 
the nicht durch Zufall, sondern methodisch gefunden habe; da er selbst sich aber. 
über die Art, wie er dazu gekommen ist, gar nicht erklärt, und man übrigens 
nicht findet, dass unsre Methoden dergleichen Aufgaben aufzulösen, den Alten bo- 
kannt gowesen wären, so bietet sich hier ein Gegenstand zu Canjeeturen dar. 
Hr, Prof. Morwsipe in Halle hat in einer kürzlich an die Königl. Societät, deren 
Correspondent er ist, eingeschickten kleinen Abhandlung, welche 


De methodo ab Archimede adhibita ad rationem, in qua inter se sunt latus trianguli 
aequiläteri et radius circuli circumseripti, numeris veritati prosime esprimendam 
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berschrieben ist, eine Untersuchung angestellt, und ein Verfahren angegeben, 
das dem Zustande der Arithmetik der Alten angemessen ist, und-also vielleicht 
das von Ancune» gebrauchte selbst sein könnte. Hr. M. leitet nomlich, indem 
er die Seite des Dreiecks durch AC, und den Halbmesser des umschriebenen 
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Kreises durch AB, ferner eine Linie = AC—AB durch CF bezeichnet, durch 
Schlüsse in der bei den alten Geometern üblichen Form folgende Proportionen ab; 


AC:AB = 5AB-++20F:3AB-+CF = 19AB+TCF: 11 AB+ACF 


TI AB+26 CF:411 AB +15 CF 265 AB+97 CF: 158 AB+56 CF 
989 AB+362 CF: 571 AB+209 CF 








‚Aus der vorletzten folgt dann leicht AC:AB>265:153, so wie aus der letz- 
ten, wenn man eine Linie BD = 2AB- AC= AB—CF einführt, 





AC:AB = 1351 AB— 362 BD:780 AB 209 BD< 1351 :780 


Dass Hr. M., welcher sich mit der bei den alten Geomotern üblichen Einklei- 
dung arithmetischer Schlüsse schr vertraut gemacht hat, Ancımıro's Ideengang 
wirklich errathen haben könne, wollen wir gern zugeben; entscheiden wird sich 
aber hiertüber um so weniger etwas lassen, da dergleichen Untersuchungen auf schr 
mannigfaltige Art angegriffen werden können, und überdies auch sonst Spuren 
vorhanden sind, dass der grosse Grieche im Besitz mancher nichts weniger als 
gemeiner Wahrheiten und Kunstgriffe, selbst aus der höhern Arithmetik, gewe- 
sen sein muss. 

Eine Frage bleibt übrigens hier noch übrig, warum nemlich Ancınero, wenn 
er seine genüherten Werthe methodisch gefunden hat, bei den grössern bis zum 
eilften Gliede gegangen ist, da er doch bei den kleinern nur bis zum achten ging; 
man sollte glauben, er würde bei jenen sich mit dem neunten Gliede 444 be- 
gnügt haben, welches immer zur Ausmittelung der untern Grenze 374 h 
chend gewesen wäre, und könnte vielleicht verleitet werden, hieraus die 
zu zichen , dass Ancnnızo doch den Bruch 12% durch eine Art von glücklichen 
Zufall gefunden habe. und der einfachere 443 ihm entgangen sei. Hr. M. glaubt, 
Ancnneen habe jenen Bruch deswegen gewählt, weil er der einfachste von denen 
sei. deren Zähler zu der Ordnung der Tausender gehören, so wie er den Bruch 
443 als den einfachsten aus der Ordnung der Hunderter gewählt habe: allein die- 
ser Grund scheint uns nicht befriedigend. Wir finden es vielmehr wahrschein- 
licher; dass er den Bruch 444 desswegen vorzog, weil cr fand, dass derselbe 
zufülliger Weise beim weitern Fortgange der Rechnung eine bequeme Vereinfa- 
hung darbietet, so dass sich beim 24 Eck für dasjenige Verhältniss, welches, 
‚nach unsrer Art zu reden. 1:cotang 7°30° ist, eine Ausserst nahe Grenze schr 
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einfach durch 240: 1823 vorstellen liess; diesen Vortheil hätte er entbehren 
müssen, wäre er ursprünglich von dem Bruche 433 ausgegangen. 

Am Schlusse der Abhandlung macht Hr. M. noch die Bemerkung, dass 
auch Coouztsa de re rustica V,2 von einem der genäherten Werthe von y3 (nem- 
lich von 4) Gebrauch gemacht hat, indem er für den Inhalt des gleichseitigen 
Dreiecks die Summe des dritten und des zehnten Theils des auf seiner Seite be- 
schriebenen Quadrats annimmt. 











men 





Göomätrie deseriptive par Gaseaud Moxor, de Tinstitut des sciences ete. Now 
velle edition.  Avec un supplöment par M. Hacuerre, instituteur & Tecole imperiale 
‚polytechnigue etc. Paris, bei J. Kuosrzauan dem jünger. 162 und 118 Seiten 
in Quart. 

Die Geometrie, deren Gegenstand die Raumverhältnisse sind, zerfällt in 
zwei grosse Abtheilungen, je nachdem der Raum nur nach zwei Dimensionen. 
betrachtet wird (in der Ebene), oder nach allen drei Dimensionen zugleich. Man 
begreift leicht, dass der andere Theil seiner Natur nach von einem viel grössern 
Umfange sein, und-eine viel grössere Mannigfultigkeit von Fragen und Untersu- 
chungen darbieten müsse, alsder erste. _ Wenn daher schon von unserer Elemen- 
tar-Geometrio die Planimetrie einen grössern Theil ausmacht, als die Steroometrie, 
so rührt dies nur daher, dass letztere verhältnissmässig viel weniger entwickelt. 
und ausgebildet ist. In der That hat man vorzüglich die Untersuchungen der 
letztern Art in neuern Zeiten lieber mit Hülfe der Analyse behandelt, und sie so. 
gleichsam der Geometrie entzogen, welche sich nur der unmittelbaren Anschau- 
ung bedient. Es ist auch nicht zu läugnen, dass die Vorzüge der analytischen 
Behandlung vor der geometrischen, ihre Kürze, Einfachheit, ihr gleichförmiger 
Gang, und besonders ihre Allgemeinheit, sich gewöhnlich um so entschiedener 
zeigen, je schwieriger und verwickelter die Untersuchungen sind. Inzwischen ist 
es doch immer von hoher Wichtigkeit, dass auch die geometrische Methode fort- 
während cultivirt werde. Abgeschen davon, dass sie doch in manchen einzelnen 
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Fällen unnittelbarer und kürzer zum Ziele führt, als die Analyse, besonders wenn. 
diese nicht mit Gewandtheit gehandhabt wird, dass jene dann eine ihr eigen- 
thümliche Eleganz hat, wird sie auch besonders in formeller Hinsicht und beim 
frühern jugendlichen Studium unentbehrlich bleiben, um Einseitigkeit zu verhü- 
ten, den Sinn für Strenge und Klarheit zu schärfen, und den Einsichten eine 
Lebendigkeit und Unmittelbarkeit zu geben, welche durch die analytischen Me- 
thoden weit weniger befördert, mitunter cher gefährdet werden. Aus diesen 
Gründen sieht man mit Vergnügen, dass einige Französische Geometer in den 
Netzten Jahrzehnten angefangen haben, den Theil der Geometrie, welcher 
mit dei Verhältnissen von Punkten und Linien, die nicht in Biner Ebene liegen, 
von verschiedenen Ebenen gegen einander, mit Linien von doppelter Krümmung 
und mit krummen Flächen beschäftigt, mit besonderer Sorgfalt, und, in so fern 
dabei bloss geometrische Methoden angewandt werden, als eine besondere Disci- 
plin unter dem Namen der Gtomätrie deseriptive zu cultiviren. Dem vorliegenden 
Werke über diese Wissenschaft müssen wir insbesondere das Lob einer grossen. 
Klarheit und Coneision im Vortrage, eines wohlgeordneten Überganges vom Leich- 
tern zum Schwerern. und der Reichhaltigkeit an neuen Ansichten und gelunge- 
nen Ausführungen beilegen, und daher das Studium desselben als eine kräftige 
Geistesnahrung empfehlen „wodurch unstreitig zur Belebung. und Erhaltung des 
echten, in der Mathematik der Neuern sonst manchmal vermissten, geometri- 
schen Geistes viel mit beigetragen werden kann. Ausser dieser rein wissenschaft- 
lichen Seite dieser Untersuchungen kommt auch noch der mannigfaltige Nutzen 
in Botracht, welchen sie in den Künsten haben, die sich auf Ranmverhältnisse 
beziehen, namentlich in der Zeichenkunst, der Feldmesskunst, der Baukunst, 
der Befestigungskunst. Auch in dieser Hinsicht hat der Verfusser seine Schrift 
durch mancherlei Anwendungen interessant 
meistens nur mehr auf sic hingedeutet, als sie wirklich ausgeführt hat. 
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Philosophieal Transactions of the Royal Society of London for the Year 1913. 
IV und 304 Seiten. 26 8. Meteorological Journal und 8 $. Indez in Quast. 

Mathematische und astronomische Abhandlungen. — Über eine merkwürdige 
Anwendung des Corzaischen Lehrsatzes, von J.F.W. Hrzsanzı, (Sohn des Astrono- 
men). Es sei n eine beliebige ganze Zahl, nu — 360° und N irgend ein Win- 
kel. Unter diesen Voraussetzungen gibt der Coresische Lehrsatz das Product aus 
allen Radiis Vectoribus, denen in einem Kegelschnitt, nach astronomischer Art 
zu reden, die wahren Anomalien N, N-+w, N+20, N+3w....N+n—1)w 
entsprechen, durch einen einfachen Ausdruck. Wenn gleich dieso und andere 
ähnliche Entwickelungen, welche den Gegenstand des Aufsatzes ausmachen, an 
sich keine besondere Schwierigkeiten haben, so liest man diesen doch mit Ver- 
‚gnögen wegen der Art der Behandlung. Was der Verf. über die Bezeichnung 
08*4 sagt, welches einigo neuere mathematische Schriftsteller für das Quadrat. 
von cosA, ganz gegen alle Analogie, gebrauchen, da es dieser zufolge den Co- 
sinus eines Bogens = cos A bedeuten sollte, hat ganz unsern Beifall. 
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Commentationes mathematicophilologicae tres, sistentes explicationem duorum 
locorum diffeilium, alterius Von, alterius Praromms, itemgue eraminationem duo- 
um mensurarum praeceptorum Couinunan. Adjeeta est gpistola adv.cl.J.G. Sam. 
un de ercerptis gemetricis Erarunoorm et Virauvu Rorı seripta ab auctore harum 
commentationum Canoro Brawoaxo MoLumeinn, astron. in acad. Lipsiensi professore 
Leipzig 1813. 122 Seiten in Octav, nebst einer Kupfertafel. 

[Die Anzeige der ersten Abhandlung ist in dem Bande für Astronomie der 
Werke von Gavss abgedruckt.) 

Die zweite Abhandlung, über eine dunkle Stelle in Paro's Menon, war 
schon im Jahre 1805 der hiesigen Königl. Soc. der Wissenschaften handschrift- 
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lich vorgelegt, und ein kurzer Auszug daraus schon damals in unsern Blättern 
mitgetheilt (1805 $t. 124). Wir bemerken also hier nur, dass dies diejenige 
Stelle ist, wo Socrates durch ein Beispiel aus der Geometrie anschaulich machen 
will, wie man sich zur Auflösung einer Aufgabe vorher durch Annahme gewisser 
näherer Bestimmungen vorzubereiten hat. Die geometrische Aufgabe, welche 
Socrates hierzu wählt, ist die Frage über die Möglichkeit, ein gegebenes Dreieck 
in einen gegebenen Kreis einzutragen, aber die Worte, wodurch er erst gewisse 
Einsckränkungen über die Art des Dreiecks festsetzen will, haben den Auslogern 
viel zu schaffen gemacht. Herr Mouuwıoe führt mit vielem gelehrten Scharfsinn 
hier aus, dass die dadurch bezeichnete Eigenschaft keine andere ist, als die Zer- 
Negbarkeit des Dreiecks in zwei andere dem Ganzen ähnliche, welches denn frei- 
lich im Grunde nichts anders als eine pretiöse Umschreibung des rechfwinkligen 
Dreiecks ist. Die Art wie Hr. M. beweist, dass jene Eigenschaft nur dem 
rechtwinkligen Dreiecke zukommen kann, ist viel künstlicher und weitläufiger 
als hier eben nöthig gewesen wäre, da dies gleich unmittelbar aus der Gleich- 
heit der drei Winkel ABC. ADB, BDC folgt ($. 46). 

Die dritte Abhandlung war gleichfalls schon früher unserer Societät hand- 
schriftlich vorgelegt. und ein Bericht darüber in unsern gel. Anz. (1807 $t. 74) 
gegeben; sie erscheint hier mit bedeutenden Vermehrungen.: Es werden darin 
zwei von Corwwersa gelehrte Näherungsmethoden erläutert, die Fläche des gleich- 
seitigen Dreiecks und die Fläche eines Kreissegments zu berechnen. Eine kleine 
Übereilung findet sich 8.71, wo behauptet wird, dass kein anderer Bruch, des- 
sen Zähler und Nenner unter 100 sei, dem wahren Verhältnisse des gleich: 
gen Dreiecks zum Quadrate über derselben Seite so nahe kommen könne, als 44; 
in der That sind die beiden Brüche 4} und 43 genauer. 

Der Brief an den verdienten Prof. Soma in Breslau enthält einige An- 
merkungen zu den von Hase in Bazpows Epistolae Parisienses mitgetheilten Stü- 
cken von den freilich sehr unbedeutenden mathematischen Schriften des Vrrau- 
os Roros und Erarnsoprres, 
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Ostunglhe geehrte Anzeigen. 1 











Lehrluch der mathematischen Geographie von Fumonich Kuss, Professor am 
Gymnasium zu Gotha. Mit sieben Kupfertafeln. 236 Seiten in Oclav. Leip- 
bei G. J. Göscnen, 

Der Plan des Verfassers bei Abfassung dieses Lehrbuchs für eine Wissen- 
schaft, welche für jeden Gebildeten ein so vielseitiges Interesse hat, ging dahin, 
zwischen den dfrfüigen und oberflächlichen Abrissen derselben, die den Lehrbü- 
chern der politischen Erdbeschreibung vorangeschickt zu werden pflegen, und 
sich nur auf die Aufzählung von Hauptresultaten beschränken, ohne sie durch 
mathematische Behandlung zu begründen oder zu erläutern, — und den grössern 
Werken, welcho feinere, weniger allgemein verbreitete Kenntnisse der höhern 
Mathematik voraussetzen, eine schickliche Mittelstrasse zu treffen. In einem 
solchen Werke erwartet man nicht neue Aufklirungen, die die Wissenschaft selbst 
weiter bringen , sondern nur, dass eine zweckmässige Auswahl aus dem Bekann- 
ten mit Ordnung. Gründlichkeit und Klarheit dargestellt werde, und dieses Ziel 
hat der Verf. in der That erreicht. Er handelt in zchn Abschnitten von der Ge- 
atalt des Erdkörpers im Allgemeinen; von der mathematischen Eintheilung der 
‚Eräkugel und ihrer Grösse; von der Umdrehung derselben um ihre Axe und den 
damit zusammenhängenden Erscheinungen; von den Mitteln, die geographische 
Breite eines Orts zu bestimmen, und eine Mittagslinie zu zichen; von der Bewe- 
gung der Erde um die Sonne; von der Eintheilung der Himmels- und der Erd- 
kugel in Beziehung auf die Bewegung der Erde um die Sonne,'und den Erschei- 
nungen, die auf der Erde aus dieser Bewegung entstehen; von der Zeitbestim- 
mung und den Mitteln zur Bestimmung der geographischen Länge; von der sphä- 
roidischen Gestalt der Erde; von der Verfertigung künstlicher Erdkugeln und der 
Landkarten; vom Gebrauch der künstlichen Erdkugel zur Auflösung mathema- 
isch geographischer Aufgaben. Wir können nicht anders, als dieser Anordnung 
und Auswahl im Allgemeinen unsern Beifall geben, wenn gleich unsrer Ansicht 
‚nach hie und da noch einige Gegenstände, die nicht berührt sind, hätten aufge- 
nommen , und dagegen andere z. B. die verschiedenen Projeetionsarten der Kar- 
ten allenfalls etwas kürzer hätten abgehandelt werden können. So hätten wir 
unter andern einige Anleitung gewünscht, die Oberfläche einäelner Länder, wenn 
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auch nur bei der Kugelgestalt der Erde, und den Abstand einzelner Punkte auf 
der Erdfläche von einander zu berechnen, so wie überhaupt, dass der Gebrauch 
der sphärischen Trigonometrie nicht so ganz ausgeschlossen wäre.: Auch bei der 
sphäroidischen Gestalt der Erde hätte wohl bestimmter herausgehoben werden kön- 
nen, wie der Begriff der geographischen Breite anders modificirt werden müsse 
als auf der Kugel, und wie von dieser Breite die relative Lage gegen den Erd- 
äquator, die Erdaxe und den Erdmittelpunkt abhängt. Doch diess sind Kleinig- 
keiten, die dem allgemeinen Werthe des Buchs keinen Abbruch thun, und auf 
der Verfasser, wenn vielleicht eine neue Auflage erforderlich. sein sollte, zu 
welcher ein für den Unterricht schr empfehlenswerthes Buch wohl gelangen kann, 
leicht wird Rücksicht nehmen können. 




















Commentatio in primum elementorum Evcuvıs librum, qua veritatem geometriae 
principiis ontolagicis niti evincilur, omnesque propositiones, ariomatum geometrico- 
rum loco habitae, demonstrantur. Auctore J. C. Scuwan, Regi Württembergiae a 
eonsiliis aulicis seeretioribus, academiae scientiarum Petropolitanae, Berolinensis et 
Harlemensis Sodali. (65 Seiten in Octav.) Stuttgart 1814, Typis J. F. Sranxorr. 


Vollständige Theorie der Porallel-Linien. Nebst einem Anhange, in welchem 
der erste Grundsatz zur Technik der geraden Linie angegeben wird, Herausgege- 
ben von Marrmus Merrexscn, Doctor der Philosophie, Professor der Mathematik, 
Mitglied der gelehrten Gesellschaft nützlicher Wissenschaften zu Erfurt. 44 Seiten 
in Octav. Mainz 1815. Auf Kosten des Verfassers in Commission bei Fromm 
Kurreasına. 

Es wird wenige Gegenstände im Gobiete der Mathematik geben, über welche 
#0 viel geschrieben wäre, wie über die Läcke im Anfange der Geometrie bei Be- 
gründung der Theorie der Parallel-Linien. Selten vergeht ein Jahr, wo nicht 
irgend ein neuer Versuch zum Vorschein käme, diese Lücke auszufüllen, ohne 
dass wir doch, wenn wir ehrlich und offen reden wollen, sagen könnten, dass 
wir im Wesentlichen irgend weiter gekommen wären, als EuxLines vor 2000 Jah- 
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ren war. Ein solches aufrichtiges und unumwundenes Geständniss scheint uns 
der Würde der Wissenschaft angemessener, als das eitele Bemühen, die Lücke, 
ie man nicht ausfüllen kann, durch ein unhaltbares Gewebe von Scheinbewei- 
sen zu verbergen. 

Der Verfasser der erstern Schrift hatte bereits vor 15 Jahren in einer klei- 
nen Abhandlung: Tentamen novae parallelarum theoriae notione situs fundatae ei- 
nen ähnlichen Versuch gemacht, indem er Alles auf den Begrif von Identität der 
Lage zu stützen suchte. Er definirt Parallel-Linien als solche gerade Linien, die 
einerlei Lage haben, und schliesst daraus, dass solche Linien von jeder dritten 
geraden Linie nothwendig unter gleichen Winkeln geschnitten werden müssen, 
weil diese Winkel nichts anders seien, als das Maass der Verschiedenheit der 
Lage dieser dritten Linie von den Lagen der beiden Parallel-Linien. Diese Be- 
weisart ist in der vorliegenden neuen Schrift wiederholt, ohne dass wir sagen 
könnten, dass sie durch die eingewebten philosophischen Betrachtungen an Stärke 
gewonnen hätte. : Der Behauptung 8.24: Notionem situs € geometrin adeo non 
excludi posse, ut potius notionibus eius fundamentalibus annumeranda sit, dur 
dum omnes agnovere geometrae muss in dem Sinne, in welchem der Verf. den Be- 
griff Lage in seinem Beweise gebraucht, jeder Geometer widersprechen. Wenn 
wir von des Verfassers Definition: Situs est modus, quo plura cofxistunt vel iuxta 
se existunt in spatio ausgehen, so ist Lage ein blosser Verhältniss-Begriff, und 
man kann wohl sagen, dass zwei gerade Linien A, B eine gewisse Lage gegen 
einander haben, die mit der gegenseitigen Lage zweier andern C, D einerlei ist. 
Aber der Verf. gebraucht das Wort Lage in seinem Boweiso als absoluten Begrifl, 
indem er von Identität der Lage zweier nicht coincidirenden geraden Linien. 
spricht. Diese Bedeutung ist offenbar so lange leer und ohne Haltung, bis wir. 
wissen, was wir uns bei einer solchen Identität denken und woran wir dieselbe er- 
kennen sollen. Soll sie an der Gleichheit der Winkel mit einer dritten geraden 
Linie erkannt werden, so wissen wir ohne vorangegangenen Beweis noch nicht, 
ob eben dieselbe Gleichheit auch bei den Winkeln mit einer vierten geraden Li- 
nie Statt haben werde: soll die Gleichheit der Winkel mit jeder andern geraden 
Linie das Criterium sein, so wissen wir wiederum nicht, ob gleiche Lage chne 
Ceineidenz möglich ist. Wir stehen mithin nach des Verf. Beweise noch gerade 
auf demselben Punkte, wo wir vor demselben standen. 

Ein grosser Theil dor Schrift dreht eich um die Behauptung gegen Kasr, 
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dass die Gewissheit der Geometrie sich nicht auf Anschauung, sondern auf De- 
initionen und auf das Prineipium identitatis und das Principium eontradicti 
gründe. Dass von diesen logischen Hülfsmitteln zur Einkleidung und Verket- 
tung der Wahrheiten in der Geometrie fort und fort Gebrauch gemacht werde, 
hat wohl Kasr nicht läuguen wollen: aber dass dieselben für eich nichts zu lei- 
sten vermögen, und nur taube Blüthen treiben, wenn nicht die befruchtende le- 
bendige Anschauung des Gegenstandes überall waltet, kann wohl niemand ver- 
kennen, der mit dem Wesen der Geometrie vertraut ist. Hrn. Scans Wider- 
spruch scheint übrigens zum Theil nur auf Missverständnis zu beruhen: wenig- 
stens scheint uns, nach dem 16. Paragraph seiner Schrift, welcher von Anfang 
is zu Ende gerade das Anschauungsvermögen in Anspruch nimmt, und am Ende 
beweisen soll, postulata Eucupis in generaliora resolvi posse. non sensn et in- 
uitione sed intelletu fundata, dass Hr. Scuwas sich bei diesen Benennungen ver- 
schiedener Zweige des Erkenntnissvermögens etwas anderes gedacht haben müsse, 
als der Königsberger Philosoph. 

Obgleich der Verfasser der zweiten Schrift seinen Gegenstand auf eine ganz 
andere und wirklich mathematische Art behandelt hat, so können wir doch über 
das Resultat derselben nicht günstiger urtheilen. Wir haben nicht die Absicht, 
hier den ganzen Gang seines versuchten Beweises darzulegen, sondern begnügen 
uns, dasjenige hier herauszuheben, worauf im Grunde alles ankommt. Man 
denke sich zwei im Punkte N untez rechten Winkeln einander schneidende ge- 
ade Linien, und file von einem Punkte 8, der ausserhalb dieser geraden Li- 
nien aber in derselben Ebne liegt, senkrechte auf dieselben ST und SM. Es 
kommt nun darauf an zu beweisen, dass MST ein rechter Winkel wird.. Der 

* Verf. sucht dies apagogisch zu beweisen; zuvörderst nimmt er an, MST' sei 
spitz, filt von 7’ auf MS das Perpendikel Tp, und beweist, dass p zwischen. 
$ und M fallen muss. Hierauf fällt er wieder aus p auf NT das Perpendi- 
kel pq. wo g zwischen 7’ und N fallen wird. Dann fällt er abermals aus g 
auf MS das Perpendikel qp, wo 7 zwischen p und M liegen wird. Sodann 
abermals aus p’ auf NT das Perpendikel py’u. 
sich ohne Aufhören fortsetzen, und s0 werden von der Linie M8 nach und nach 
die Stücke Sp, pp u.s.w. abgeschnitten, die jedes eine angebliche Grösse haben. 
und deren Zahl unbegrenzt ist. Der Verfasser meint nun, dass dies widerspre- 
chend sei, weil auf diese Weise uothwendig MS zuletzt erschöpft werden müsste. 

















w. Diese Operationen lassen 
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Es ist kaum begreiflich, wie er sich auf eine solche Weise selbst täuschen konnte: 
‚Er macht sich sogar selbst den Einwurf, dass die Summe der Stücke Sp, pp" 
wenn die Stücke immer kleiner und kleiner werden, doch, ungeachtet ihre An- 
zahl ohne Aufhören zunchme, nicht über eine gewisse Grenze hinauswachsen 
könnte, und meint diesen Einwurf damit zu heben, dass jene Stücke, auch wenn 
sie immor kleiner und kleiner worden, doch immer grösser bleiben, als eine an- 
‚Jebliche Grösse; nemlich ‚jene Stücke sind Katheten von rechtwinkligen Drei- 
cken, und folglich immer grösser als der Unterschied zwischen Hypotenuse und 
der andern Kathete. Fast scheint es, dass eine grammatische Zweideutigkeit 
den Verf, irre geleitet hat, nemlich der zwiefache Sinn des Artikels eine angeb- 
liche Grösse. Der Schluss des Verf. würde nur dann richtig sein, wenn sich zei- 
gen licsse, dass die Stücke Sp. pp’ .s.w. immer grösser bleiben. als eine ber 
stimmte angebliche Grösse, z.B. als der Unterschied zwischen der Hlypotenuse 
PT und der Kathete ST. Abor das lässt sich nicht beweisen, sondern nur, dass 
jedes Stück immer grösser bleibt, als eine angebliche Grösse, die aber selbst für 
jedes Stück eine andero ist, nemlich Sp grösser als der Unterschied zwischen 
PT und ST, ferner pp grösser alsder Unterschied zwischen gp und gp u.s.w. 
Hiomit verschwindet nun aber die ganze Kraft des Bewei 

Auf dieselbe Art, wie or seinen Beweis führen zu’ können’ geglaubt hat, 
könnte er auch beweisen, dass in einem ebnen Dreiecke: ABC, worin B ein 
rechter Winkel ist, © nicht spitz sein könne; er brauchte nuraus 2 ein Perpen- 
ikel BD auf die Hypotenuse AC zu füllen, dann wieder das Perpendikel DE 
auf AB und so ohne Aufhören die Perpendikel ER, FG, GH u.s.w. wech- 
selsweise auf AC und AB. Die Stücke CD, DF, FH u.s.w. sind immer 
grösser als der angebliche Unterschied zwischenHypotenuse und einer Kathete 
desjenigen rechtwinkligen Dreiecks, worin jede der Reihe nach die andere Ka- 
thete ist, demungeachtet erschöpft ihre Summe offenbar die Hypotenuse AC 
nie, *o gross auch ihre Anzahl genommen wird. 

Wir müssten fast bedauern, bei #0 bekannten und leichten Dingen so lange 
verweilt zu haben, wenn nicht diese Schrift; deren Verf. es übrigens wirklich um 
Wahrheit zu Chun zu sein scheint, durch die Art wie sie schon vor ihrer Erschei- 
nung in öffentlichen Blättern angekündigt wurde, eine mehr als gewöhnliche Auf- 
merksamkeit auf sich gezogen hätte. Wir bemerken daher hier nur noch, dass 
der Verf. nachher auf eine ganz ähnliche, und daher eben so nichtige Art bewei- 
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sen will, dass der Winkel MST nicht stumpf sein kann: allein hierbei ist doch 
ein wesentlicher Unterschied, weil in der That die Unmöglichkeit dieses Falles 
in aller Strenge bewiesen werden kann, welches weiter auszuführen aber hier 
nicht der Ort ist. 





Getingüche gechrte Anneigen. 1113 Oetber 2 





‚Theorie der Parallelen, von Caxı, Ranmann-Möuuze, Doctor der Philosophie, 
ausserordentlichem Professor der Mathematik u... 40 $. in 4. Marburg 1822. 

Rec. hat bereits vor sechs Jahren in diesen Blättern seine Überzeugung 
ausgesprochen, dass alle bisherigen Versuche, die Theorie der Parallelinien streng 
zu beweisen, oder die Lücke in der Euxupischen Geometrie auszufüllen, uns 
diesem Ziele nicht näher gebracht haben, und kann nicht anders, als dies Ur- 
theil auch auf alle späteren ihm bekannt gewordenen Versuche- ausdehnen. In- 
zwischen bleiben doch manche solche Versuche, obgleich der eigentliche Haupt- 
zweck verfehlt ist, wegen des darin bewiesenen Scharfsinns den Freunden der 
(Geometrie lesenswerth, und. Rec. glaubt in dieser Rücksicht die vorliegende bei 
Gelogenheit einer Schulprüfung bekannt gemachte kleine Schrift besonders 
auszeichnen zu müssen. Den ganzen sinnreichen Ideengang des Verf. hier a 
führlich darzulegen, wäre für unsere Blätter zu weitläuftig und auch überflüssig, 
da die Schrift selbst gelesen zu werden verdient: aber sie hat ihre schwache Stelle, 
wie alle übrigen Versuche, und diese herauszuheben, ist der Zweck dieser An- 
zeige. Wir finden diese schwache Stelle 8,15 in dem Beweise des Lehrsatzes 
des 15.Artikels. Dieser Lehrsatz ist der wahre Nerv der ganzen Theorie, welche 
lt, sobald jener nicht streng bewiesen werden kann. Wir führen daher zuvör- 
derst diesen Lehrsatz hier auf; die dazu gehörige Figur wird jeder leicht selbst 
zeichnen können. 

Wenn jeder Winkel an der Grundlinio ON eines gleichschenkligen Drei 
ecks grösser ist, als der Winkel an der Spitze A, und man setzt in O an die 
Seite OA einen Winkel von der Grösse des Winkels A, dessen anderer Schen- 
kel OZ die AN in dem Punkte Z, zwischen A und N trift, schneidet alsdann 
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von AO ein Stück OM = NZ, ab und zieht ML; wenn man ferner in M an 
MA abermals einen Winkel von dor Grösse des Winkels A setzt. denen ande- 
rer Schenkel MC die AN in dem Punkte € zwischen A und Z, trif, hierauf 
von AM ein Stück MB = LC abschneidet und BC zichet, und sodann diese 
Construction auf ähnliche Art fortsetzt, so dass auf der Linie OA die.Punkte 
0.M.B.E.G,Ku.s.w.. auf der Linie NA hingegen die Punkte N,Z, C,D,F,H 
u.8.w. liegen, so wird behauptet, dass die Stücke OM, MB, BE, EG, GKua.. 
oder die ihnen resp- gleichen NZ, LO, CD, DF. FH u.s.w. eine abweichende 
Progression bilden. 

Den Boweis dieses Lehrsatzes sucht der Verf. apagogisch so zu führen, dass 
er die übrigen möglichen Fälle, wenn der Ichrsatz nicht wahr wäre. anfzählt, 
und die Unstatthaftigkeit eines jeden zu erweisen versucht. _Der Verf. behaup- 
tet nemlich, dass ünter jener Voraussetzung einer von folgenden fünf Fällen Statt. 
finden müsste. Die aufeinander folgenden Sticke, von OM an gerechnet, wären. 

1) alle einander gleich, oder 

2) jedes nachfolgende grösser als das vorhergehende, oder 

3) einige einander gleich und das darauf folgende grösser oder kleiner, oder 

4) einige auf einander fölgende nähmen fortschreitend ab; und die darauf 
folgenden fortschreitend zu oder 

5) sio würden abwechselnd grösser und kleiner. 

In dieser Aufzählung ist der mögliche Fall übergangen, dass die Stücke anfangs 
fortsehreitend zu und dann fortschreitend abnähmen, und nach Rec. eigener Über- 
zengung (deren tiefer liegende Gründe hier aber nicht angeführt werden können) 
wäre dessen Erledigung gerade die Hauptsache und die eigentliche Auflösung des 
Gordischen Knotens. Inzwischen kann man zugeben, dass diese Auslassung hier 
in so fern wenig auf eich hat, als die Beweisart des Verf. für die Unstatthafüg- 
keit des dritten Falles, wenn sic zulässig ‚wäre, auch auf diesen Fall von selbst 
erstreckt werden könnte. Allein eben diesem angeblichen Beweise der Unstatt- 
haftigkeit des dritten Falls können wir keine Gültigkeit zugestehen. Der Verf. 
stellt die Sache so vor. Wenn z.B. in dem dritten Falle angenommen wird, die 
beiden ersten Stücke seien gleich, das dritte aber grösser, so wäre ‘DC also 
grösser ala CZ. Danun aber AMZ, gleichfalls ein gleichschenkliges Dreieck 
ist, dem dieselbe Grundbedingung zukommt, wie dem ursprünglichen Dreieck 
AON, so müsste, wenn jener dritte Fall mit seiner angenommenen Unterabthei- 
s 
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lung der gültige wäre, DO = CZ, sein, in Widerspruch mit den vorher gefun- 
denen. Wir haben, wie wir glauben, bei diesem Moment des Beweises, das wor- 
auf es ankommt, noch etwas klarer und bestimmter nach der Ansicht des Verf. 
angedeutet, als er cs selbst gethan hat, wodurch dann aber auch die Schwäche 
desselben, wie uns scheint, leichter erkannt wird. Denn offenbar ist hier ganz. 
willkürlich angenommen, dass bei allen gleichschenkligen Dreiecken mit dem 
Winkel 4 an der Spitze und grössern Winkel an der Basis, wenn mit ihnen die 
im Lehrsatz angezeigte Construction vorgenommen wird, die Folge der abgeschnit- 
tenen Stücke in Rücksicht auf ihr Gleichbleiben, Grüsser oder Kleinerwerden, 
allemal, unabhängig von der Grösse der Seiten, nothwendig dieselbe sein müsse, 
Annahme, die doch unmöglich als von selbst evident betrachtet werden darf. 
Da sich nun aber hierauf Allein der versuchte Beweis der Unstatthafügkeit des 
dritten (wie auch vierten und fünften) Falls stützt, und der ganze Artikel auch 
keine andere Ressourcen zum Beweise der Unstatthaftigkeit des übergangenen 
Falls darbietet, so glauben wir hierdurch das oben ausgesprochene Urtheil hin- 
länglich gerechtfertigt zu haben, wobei wir aber gern der ganzen übrigen sinn- 
reichen Durchführung in den folgenden Artikeln volle Gerechtigkeit widerfah- 
ren lassen. 














Operations geodisiques et astronomigues pour la mesure dun arc du parallle 
mayen, escuties en Pitmont et cn Saroie par une commissiom composde doffiers de 
Fetat major gendral et Tastronomes Piömontais et Autrichiens en 1821, 1923, 1828. 
Milan , de Finprimerie imperiale et vyale: Tome premier 1925. 298 $. Tome 
second 1827. 4128. in 4. Nebst einem Heft mit 
Rundsichten. 

Dio Idee der grossen Längengradmessung, von welcher die im vorliegenden. 
Werke bekannt gemachten Operationen einen Hauptbestandtheil ausmachen, ist 
ursprünglich von Larıacr ausgegangen. Seit dem Jahre 1502 waren in Oberita- 
lien. ausgedehnte Dreiecksmessungen, zunächst für topographisch- militärische 
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Zwecke, durch französische Ingenicurs ausgeführt. Um das Jahr 1811 war ein 
Dreiecksnetz von Fiume bis Turin vollendet, welches mithin in der Richtung ei- 
nes Paralleikreises des 4östen Breitengrades sich über sieben Längengrade er- 
streckte. Um diese Arbeiten auch in höherer wissenschafllicher Beziehung für + 
die Kenntniss der Gestalt der Erde nützlich zu machen, beschloss das damalige 
französische Gouvernement, auf Larnace’s Antrag, dieses Dreiecksnetz im We- 
sten bis zum atlantischen Meere erweitern und die zu einer Längengradmessung 
erforderlichen Opera nden zu Jassen. sofort mit Eifer an- 
gefangene, nachher durch die Zeitereignisse eine Zeitlang unterbrochene, bald 
aber wieder mit gleicher Thätigkeit fortgesetzte Arbeit war im J. 1818 s0 weit 
gedichen, dass das Dreiecksnetz über das französische Gebiet vom atlantischen 
Meere bei Bordeaux bis an die Grenze von Saroyen gemessen war. Es fehlte also, 
zur Vollendung des geodaetischen Theils, nur noch das in den Staaten des Kö- 
nigs von Sardinien liegende Stück. Das dortige und das Oesterreichische Gou- 
vernement, beide die wissenschaftliche Wichtigkeit dieser grossartigen Unterneh- 
mung lebhaft anerkennen, beschlossen, durch eine aus Astronomen und Ofi- 
dieren beider Stanten zusammengesetzte Commission sowohl die noch fehlenden 
geodactischen, als die in Italien erforderlichen astronomischen Operationen aus- 
führen zu lassen. Diese Arbeiten machen den Inhalt des vorliegenden, wie 
es scheint von den Astronomen Canumr und Praxa gemeinschaftlich redigirten 
Werks aus. 

Der erste Theil ist ausschliesslich den geodaetischen Operationen gewidmet. 
Die beiden östlichen Endpunkte des Dreiecksnetzes in Frankreich, der Mont Co- 
lombier und der Mont Granier (unweit Chambery) bilden die Seite, von welcher 
die neue Messung ausgehen und bis zur westlichsten Seite des Netzes in der Lom- 
bardei, Masse — Superga (bei Turin) fortgeführt werden musste. Man hätte erwar- 
ten sollen, dass in diesem Terrain, wo sich die höchsten Gebirge von Europa be- 
finden, die Bildung grossartiger Dreiecke leicht, und eine schr kleine Anzahl 
von Zwischenpunkten — die Entfernung des Mont Granier von Superga beträgt 
‚nur 130000 Meter — zur Verbindung hinreichend gewesen wäre. Allein gerade 
ümgokchrt hatte man auf dieser müssigen Strecke mit den grössten Schwierigkei- 
ten zu kämpfen, insofern die Spitzen der höheren Berge gar nicht oder schwer 
zugänglich sind, die Baumaterialien für die Signale nur mit grösster Anstren- 
gung hinaufgeschafft werden können, und die hefüigen Stürme sowohl diese Sig- 
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‚male bedrohen, als die Beobachtungen selbst in hohem Grade erschweren. Man 
fand sich durch diese Umstände bewogen, eine verhältnissmässig grosse Anzahl 
ziemlich kleiner Dreiecke zu bilden: es sind sechszehn, und die kleinste Verbin- 
dungsseite ist nur 18671 Meter lang. Wir dürfen jedoch nicht unbemerkt las- 
sen, dass die Heliotrope, welche alle Signale ganz entbehrlich, und die Messung 
der Winkel in den allergrössten Dreiecken eben so leicht und scharf, wie bei den 
kleinsten, machen, damals in Italien noch nicht bekannt waren. 

‚Zur Messung der Winkel dienten achtzollige Theodolithen von Raıamamao. 
Die Piemontesischen und Oesterreichischen Oflciere theilten sich nicht in die Ar- 
beit, sondern jene und dieso bestimmten sämtliche Winkel des Systems unab- 
hängig für sich. Man erhielt also von jedem einzelnen Winkel zwei Bestimmun- 
gen, aus denen nach Massgabe der Anzahl der Serien, die dazu concurrirt hat- 
tan, das Mittel als Defnitivwerth angenommen wurde. Meistens beruhen die 
Resultate der Piemontesischen Offiiere auf sechs Serien, jede zu 10 Repetitionen; 
die der Oesterreichischen grösstentheils auf zwei, einige auf drei oder vier Serien. 
Alle Messungen sind im grössten Detail abgedruckt, doch ohne Nennung der Be- 
bachter, von denen jede einzeln herrührt. 

Bei einer «0 ausgedehnten Operation hat die Kenntniss der bei den Winkel- 
bestimmungen erreichten Genauigkeit ein grosses Interesse. Die Winkelsummen 
in den einzelnen Dreiecken bieten ein Mittel dazu dar, welches freilich nach Um- 
ständen etwas trüglich sein kann. Darf man die vorliegenden danach beurthei- 
en, s0 haben sie allerdings eine bewunderungswürdige Genauigkeit. Der grösste 
Fehler der Winkelsumme bei den 16 Dreiecken ist nur 1"10; der mittlere Feh- 
ler findet sich 0°70, und der mittlere Fehler einzelner Winkel würde folglich . 
nur 040 sein. Prüfungsmittel durch Diagonalrichtungen oder Polygonbildun- 
gen sind gar nicht vorhanden. Allein die Vergleichung der doppelten Bestim- 
mungen der 48 Winkel unter sich deutet ganz entschieden auf eine bei weiten 
grössgre Ungenauigkeit der Resultate hin; wir finden hier 13 wo der Unterschied 
über 3", und darunter 3 wo er über 5" steigt, ja bei einer, gleich in dem ersten 
Dreiecke, weicht die auf 50 Repetitionen gegründete Bestimmung der Piemonte- 
sischen Officiere von der auf 48 Repotitionen beruhenden derOesterreichischen um 
9"2 ab... Bei 10 grossen Differenzen kann man sich der Vermuthung nicht erweh- 
ven, dass die richtige Würdigung dor eigentlichen Genauigkeit der Messungen noch 
von Nebenumständen abhängt. von welchen das Werk uns keine Kenntniss gibt. 
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‚Noch ein paar Bemerkungen glauben wir beifügen zu müssen. Wir finden 
bei säinmtlichen Messungen, dass man beim Anfange jeder Serie immer den In- 
dex auf 0 zurückbrachte, ein Verfahren, welches wir nicht billigen können, weil 
dadurch, wie schr man auch die Anzahl der Serien vervielfiltigt, immer derselbe‘ 
vom Theilungsfehler abhängige constante Fehler im Resultate zuräckbleiben. 
muss. — Bei den Messungen der Piomontesischen Officiere ist jedesmal der Zu- 
stand der Luft angezeigt. Unter 414 Messungereihen zählen wir 320, wo Wind- 
stille, und 94, wo Wind angezeigt ist: ein so günstiges Verhältniss hätte man an 
so hochliegenden Standpunkten (die Höhe des höchsten über der Meerestläche be-, 
trägt 3534 Meter) kaum erwartet. 

Der zweite Band enthält in zehn Abschnitten die Arbeiten der Astronomen. 
In den beiden ersten Abschnitten finden wir die auf die Längengradmessung Be- 
Zichung habenden Bestimmungen von Lüngenunterschieden durch Pulvereignale. 
Die ersten Versuche dieser Art wurden im September 1821 gemacht; die Pulver- 
Signale wurden auf der Rocea Melone gegeben, und auf der 170,000 Meter ent- 
fernten Sternwarte von Mailand und auf dem nahen Mont Cenis beobachtet. Für 
die Zeitbestimmung an letzterm Platze war in dem Garten des Hospizes eine 
kleine Sternwarte errichtet und ein Mittagsfernrohr von Form darin aufgestellt, 
welches jedoch nicht von ausgezeichneter Güte gewesen zu sein scheint, wie in 
Bezichung auf die Zapfen, einen wesentlichen Theil, ausdrücklich bemerkt wird. 
Die Rocca Melone war hier nicht sichtbar; man musste sich, um die Signale zu 
schen, an eine etwas entfernte Stelle begeben, wohin man die Zeit mit einem 
‚Chronometer von Eanssuaw übertrug. Auch die Beobachtungen am Mittagsfern- 
rohre wurden meistens an diesem Chronometer notirt, aber nicht vom Beobach- 
ter selbst, sondern nach einem von diesen gegebenen Zeichen, durch einen Ge- 
hülfen, Alle diese Umstände vereinigen sich freilich, das Zutrauen zu der Ge- 
nauigkeit des Endresultats zu verringern , wenn gleich die drei partillen Resul- 
tate von den drei Beobachtungstagen schr gut übereinstimmen. Es kommt dazu, 
dass man hier die Zeitbestimmung aus Sternen, in Mailand aus Sonnendurchgün- 
gen erhielt. und endlich, dass, wie es scheint, die Rechtwinkligkeit der opti- 
schen Axe des Fonrisschen Mittagsfernrohrs zu dessen Drehungsaxe gar nicht be- 
richtigt wurde, wenigstens wird dieses wichtigen Umstandes bei diesen Beobach- 
tungen gar nicht erwähnt. 

Bei den Operationen ähnlicher Art im Jahr 1822 ging man in jeder Bezie- 
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hung mit mehr Vorsicht zu Werke. Sie dienten, durch Pulversignale auf dem 
Mont Tabor den Mont Cenis mit dem Mont Colombier, und durch Pulversignale 
auf dem Berge Pierre sur autre den Mont Colombier mit dem französischen Drei- 
eckspunkte Puy d’Usson zu verbinden; zugleich wurden noch auf dem Mont Co- 
lombier selbst Signale gegeben, die zur Verknüpfung dioses Platzes mit der Stern- 
warte von Genf dienten. Die Zeitbestimmung auf dem Mont Cenis und dem Mont- 
Colombier war auf Beobachtungen an Mittagsfernröhren von Lexom*) und Gam- 
dei,, die für den französischen Standpunkt auf absolute mit einem Repetitions- 
kreise gemessene Sternhöhen gegründet {vgl. Conn. des tems 1929 und unsere Anz. 
1928 Jan.10). Auf dem Mont Cenis war man genöthigt, sich drei Stunden Wi 
von dem Hospiz jedesmal zu entfernen, um die Signale sehen zu können. End- 
lich finden wir hier noch die Bestimmung des Längenunterschiedes zwischen den. 
Sternwarten von Turin und Mailand durch Pulversignale auf dem $. Bernardo di 
Fenera zu drei verschiedenen Zeiten 1923...1824, wobei alle Umstände so gün- 
stig waren, wie sie nur bei Operationen dieser Art sein können. 

Der dritte Abschnitt enthält die Breitenbostimmungen der Sternwarten auf 
dem Mont Cenis, dem Mont Colombier und in Turin, die beiden ersteren mit, 
Repetitionskreisen von Taoconror und Reıcmasmacn, die letzte mit dem Ruiomx- 
macnschen Meridiankreise. ° Die letztern Beobachtungen zeigen nicht ganz den 
Grad von Uebereinstimmung, an welchen man sonst bei diesen Instrumenten ge- 
wöhnt ist. Die Verf. haben dies selbst bemerklich gemacht, und lassen es auf 
sich beruhen, ob solche Anomalien Realität haben, oder von irgend einem Feh- 
ler in der Behandlung des Instruments abhangen, der sich in Zukunft aufklären 
lassen werde. Ref. bescheidet sich, dass bei der Mannigfaltigkeit der Aufmerk- 
saukeiten, welche dieses Instrument erfordert, niemand, ohne an Ort und Stelle 
zu seil,, auch nur eine plawsible Vermuthung darüber aufstellen könne, findet 
aber in der Art, wie die Verf. sich über jene Auomalien geäussert haben, eine 
Aufforderung, aus in Beispiel anzuführen, wie gering- 
fügige Umstände zuweilen den Beobachtungen nachtheilig werden können. Wäh- 
rend einer Reihe von Jahren war die schöne Harmonie in den Beobachtungen an 

hen Meridiunkreise nur ein einige 
































iner eigenen Erfahrun 








einem dem Turiner ganz gl nal eine Zeit- 


Umstden zu aiemen, scheint 1421 und 1822 dawelbe Mitapferroht auf dem 
obgleich hier ein anderer Verfräger genannt in 
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lang gestört, und eine vorher nie vorgekommene bedeutende Wandelbarkeit des 
Collimationsfehlers bemerklich. Die Quelle davon fand sich, nachdem sie vorher 
vergeblich in mancherlei andern Umständen gesucht war, in einem Knötchen des 
Fadens, welcher um die den Verschluss der Libelle sichernde Blasenhaut gebun- 
den war, und, ein klein wenig zu dick, die innere Fläche der Hülse berührte: 
nachdem dieses Knötchen weggeschnitten war. so dass die Glasröhre bloss die 
‚nur wenig vortretenden Schraubenspitzen berührte, war die Beständigkeit des 
Collimationsfehlers, und die frühere schöne Harmonie aller Beobachtungen »0- 
gleich wieder hergestellt. Auch bei den in Frage stehenden Turiner Beobachtun- 
gen bemerken wir bedeutende Wandelbarkeit in dem Collimatiönsfehler, wir mei- 
‚nen nicht die grösseren Veränderungen von mehreren Minuten, die ohne Zweifel 
ihren guten dem Astronomen bekannten, obwohl bei den Beobachtungen nicht 
angeführten Grund gehabt haben, sondern die kleinern, welche zuftllig schei- 
‚nen. „Gegenwärtig, wo man ein so vortreflliches Mitel hat, den Collimations- 
fehler jeden Augenblick ohne Umlegen zu bestimmen, wird die Aufindung der 
Ursache von ähnlichen Anomalien um s0 mchr erleichtert. 

Im vierten Abschnitt wird der Anschluss des Mont Cenis an das Dreiecks- 
system vormittelst einer besondern 'Triangulirung und einer kleinen auf dem Pla- 
teau des Borges gemessenen Grundlinie, wie auch die astronomische Bestimmung 
des Azimutlis der Verbindungslinie Mont Cenis — Bellecombe mitgetheilt. Letz- 
tere ist zweimal gemacht; die Resultate der Jahre 1821, 1822, mit Repetitions- 
uacı, weichen 9°6 von einander ab, und man 
ing bei weitem zuverlässiger scheint, aus 

















kreisen von Tırkovonrox und Reıcm 
nahm, obgleich die spätere Best 
beiden das Mittel. 

Eben so enthalten die beiden folgenden Abschnitte die astronomischen Be- 
stimmungen der Azimuthe der Richtungslinien Mont Coloubier — Mont Granier 
und Turin neue Sternwarte — Superga. In allen drei Fällen dienten die Meri- 
dianzeichen der resp. Mittagsfernzöhre zur Grundlage dieser Bestimmungen. End- 
lich finden sich noch im sechsten Abschnitt die Operationen, durch welche eine 
früher von Ortaxı auf der Mailinder Sternwarte gemachte astronomische Azimu- 
thalbestimmung auf die Orientirung dor Seite in dem französischen Dreieckssy- 
stem Mailand Domthurm — Busto übertragen wurde, 

Im siebenten Abschnitte werden nun aus diesen ausgedehnten Operationen 
die Resultate für die Längengradmessung abgeleitet. Man bezog die Messungen 
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auf den Parallelkreis, in welchem der Krümmungshalbimesser des Meridians dem 
Halbmesser eines Kreises gleich ist, dessen Umfang dem ganzen elliptischen Me- 
ridien gleich wird: die Breito dieses Paralleikreisce Andet sich, für die zum 
Grunde gelegte Abplattung 0,00324. 45°9'29"2. Die geodaetischen Messungen 
ergeben den ganzen Bogen dieses Parallelkreises zwischen den Meridianen von 
Mailand (Sternwarte) und von Usson zu 475121,06 Meter, während die Beobach- 
tungen der Pulversignale für den Längenunterschied 6%1'41”7 gegeben haben. 
Man kann diese Zahlen als das Hauptresultat der Messungen betrachten. Die 
Vergleichung eines solchen Längengradbogens mit dem Resultat einer Breiten- 
gradmessung kann, theoretisch genommen, die Bestimmung der Brdabplattung 
geben: die Verf. finden aus einer solchen Vergleichung ihres Resultats mit dem 
Bogen von Greonwich bis Formentera die Abplattung yir- Wie wenig Zuver- 
länsigkeit aber auf dieso Weise erreicht werden kann, zeigt sich am auflllend- 
ten, wenn man anstatt des ganzen Bogens die einzelnen Stücke auf ähnliche Art 
behandelt. Ref. findet so aus der Vergleichung desselben Moridianbogens mit dem 
Stück d’Usson — Colombier die Abplattung kr. mit dem zweiten Stück Colom- 
bier — Mont Cenis ir. mit dem vierten Turin —Mailand +4. mit dem drit- 
ten Stück Mont Cenis — Turin hingegen eine Allongation yr.. In dieser Bezie- 
hung ist also hiervon für die schärfere Bestimmung der Erddimensionen wenig. 
zu erwarten: allein desto wichtiger sind die Resultate, indem sie eine neue Be- 
stätigung der Unregelmässigkeit der Erdfgur liefern, die sich gerade in Oberita- 
lien im grössten Massstabe zeigt. Am deutlichsten treten diese Unregelmässig- 
keiten hervor, wenn man die astronomisch bestimmten Längenunterschiede mit, 
den aus den geodactischen Messungen, nach einer plausibeln Hypothese über die 
Erdfigur im Grossen, berechneten vergleicht. Die Verf. haben diese Rechnung 
mit der Abplattung 0,00324 und dem Aeguntorshalbmesser 6376986 Meter ge- 
führt: auf diese Weise ergeben sich die westlichen Längenunterschiede mit Mai- 
land in Zeit 


























| astronomisch | geodaetisch | Unterschied 








Tarin or) | ro 
Mont Cenis | 9 0,20 | 8 50.9 | +0,71 
Colombier | 18 44,28 | 18 43,94 | +0,30 


Düson 2 0 20 802 | —ı,2 
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Je weniger sich hier der anomalische Gang verkennen lässt, desto interes- 
santer wird die Frage, ob die astronomisch bestimmten Azimuthe der Dreiecks- 
seiten ähnliche Anomalien zeigen. In der That steht, nach einem von Larısor 
zwar unter speeiellen Beschränkungen aufgestellten, aber einer grossen Genera- 
lisirung fähigen Theorem , die Convergenz der Meridiane in einem nothwendigen 
und von der Gestalt der Erde unabhängigen Zusammenhange mit dem Längen- 
unterschiede, so dass die Ungleichförmigkeiten der einen sich aus denen der an- 
dern. beim Fortschreiten in einer Kette von geodaetischen Linien. a priori be- 
rechnen lassen. Da, wie wir berichtet haben, die astronomischen Arimuthalbe- 
stimmungen an den vier Hauptplätzen, Mailand, Turin, Mont Cenis und Colom- 
bier mit vieler Sorgfalt gemacht waren, so haben die Verf. mit diesen Orientirun- 
gen an den drei letzten Plätzen diejenigen verglichen, welche die Übertragung. 
der Orientirung in Mailand vermittelst der geodnetischen Messungen ergibt, und 
dabei dieselben vorhin angezeigten Dimensionen des Erdsphärojds zum Grunde 
gelegt. Die Diferenzen sind 





für Turin 55 
Mont Conis —51,2 
Colombier —25,2 


Auch hier erkennt man also ungemein grosse Anomalien. Allein wenn man nach 
dem erwähnten Theorem daraus die Anomalien der Längenunterschiede berech- 
net (was durch Division mit dem funfschnfachen Sinus der Breite von Mailand 
und Veränderung des Zeichens geschicht), so ergeben sich Werthe, die von den 
unmittelbar gefundenen ganz verschieden sind, nemlich 


berechnete | Unterschied von der 
Anomalie | beobacht. Anomalie 


Turin +0752 1 +27 60 
Moni Cmia | +ası | Haıı 
Colombier | nse | Fuss 


Die Verf, bemerken über diese Unterschiede bloss, dass sie zu gross seien, um 

der Anhäufung der Fehler bei den Winkelmessungen zur Last gelegt werden zu 

können, und lassen uns also im Dunkeln darüber, was wir von ihnen denken 

len. Nach unserer Ansicht sind diese drei Zahlen insofern von grönster Wich- 
ss 
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igkeit, als sie uns einen nicht zurückwoisbaren Maassstab für die Genauigkeit 
der Operationen selbst geben. da sie (Rechnungsfohlor bei Seite gesotzt) bis auf 
unmerkliche Kleinigkeiten nichts anderes sein können, als die Aggregate der 
Fehler, die bei den astronomischen Längenbestimmungen, den Azimuthalbestim- 
mungen, und den Messungen der Winkel jm Droiecksnetze begangen sind. Man 
kann freilich diese Einflüsse nicht trennen, allein das Dasein des Gesammtfeh- 
ers, unabhängig von den Trregularitäten der Erdfgur. ist eine unleugbare That- 
sache, wenn auch die Meinung, die man sonst wohl von der absoluten, bei allen 
drei Geschäften erreichten Genauigkeit gehabt hat, merklich herabgestimint wer- 
den muss. Vermuthlich hat jedes seinen Antheil beigetragen. obwohl wir ge- 
neigt sind, die grössere Hälfte den gemessenen Dreieckswinkeln zuzuschreiben. 
Die meisten Operationen, welche Bestandtheile dieser Vergleichungen sind, fin- 
den wir zwar in diosem Werke, aber die Winkelmessungen zwischen Mailand 
und Superga, die in frühern Jahren von französischen Ingenicurs ausgeführt wa- 
ren, nur in abgekürzter Form, und schon ausgeglichen, so dass man über den 
Grad ihrer Genauigkeit gar nicht urtheilen kann: inzwischen finden wir in der 
Connaissance des tms 1829 8. 288, dass Fehler in den Winkelsummen bis zu 6"8 
dabei vorkommen. Auch das bei Verbindung der Sternwarten von Mailand nach 
Tarin, in Besiehung anf die Übertrögung der Orlentirung sehr wesentliche Drei- 
eck, Superga. alte und neue Sternwarte von Turin (8.254) scheint nicht ganz 
mit der erforderlichen Genauigkeit gemessen zu sein. „Es wäre schr zu wünschen, 
duss zur Aufklärung dieses so wichtigen Gegenstandes, wenigstens so weit von " 
den beiden Sternwarten die Rede ist, cine neue geodactische Verbindung dersel- 
ben von den dortigen Astronomen ausgeführt werden möchte, was unter Anwen- 
dung von zwei Heliotropen und Benutzung des von beiden Sternwarten sichtba- 
ren Platzes 8. Bernardo di Fonera äusserst leicht sein würde: insofern dort, wie 
wohl nicht zu zweifeln ist, auch nur einer der übrigen frühen Zwischenpunkte 
sichtbar ist, würde die ganze Arbeit bloss die Messung von vier Winkeln nöthig 
machen. 

Eine schr interessante und verdienstliche Arbeit erhalten wir im achten Ab- 
schnitt, eine vollständige Wiederholung der von Brocanra 1702...1704 ausge- 
führten Breitengradmessung. Bekanntlich liess sich das Resultat dieser Messung 
mit den in andorn Läpdern gemessenen Graden gar nicht in Übereinstimmung. 
bringen; die- Krümmung des Bogens zwischen den Endpunkten Mondovi und An- 
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rate war viel geringer, als sie bei regelmässig vorausgesetzter Erdfigur sein sollte. 
Die neue Messung hat gezeigt, dass Beocants bei der astronomischen Bestimmung 
dieser Krümmung allerdings einen Fehler von 19°41 bogangen hat {der bei dor 
Unvollkommenheit seiner Instrumente schr verzeihlich ist); allein das Zeichen dio- 
sen Fehlers ist das entgegengesetzte von dem vermutheten, und die Anomalie, 
wird also noch um so viel vergrössert. Die nach obigen Elementen aus den geo- 
daetischen Messungen berechnete Amplitudo ist nemlich (auf Deccanıas Endpunkte 
redueirt) 1°8°15791; die aus Bsccantas astronomischen Beobachtungen sich.er- 
gebende 1°7'44"30, und die neue Bestimmung 1°7’31”07. Die neue Messung 
ist mit so guten Hülfsmitteln und mit so ausgezeichneter Sorgfalt ausgeführt, dass 
man gezwungen ist, diesen grossen Unterschied von 47"84 fast ganz als eine Un- 
regelmässigkeit der Erdfigur zu betrachten, die merkwürdigste Thatsache dieser 
Art, die bisher in den Annalen der höhern Geodaesie vorgekommen ist. Höchst 
wahrscheinlich ist die Attraction der diese Messung in Norden und Süden be- 
grenzenden Alpenketten eine Hauptursache dieses Phänomens, allein eben so 
wahrscheinlich hat die ungleiche Dichtigkeit der untern Erdschichten, vielleicht, 
bis zu grosser Tiefe hinab. nicht minder Antheil daran. Wenigstens lassen sich. 
ähnliche bei ganz in der Ebene liegenden Punkten vorgekommene Unterschiede 
von schr bedeutender Grösse (z.B. eine Anomalie von 21"9 zwischen Mailand 
und Parma) nicht wohl anders erklären. Wir setzen hinzu, dass je mehr die 
sorgfältig ausgeführten Gradmessungen vervielältigt werden, desto mehr die 
Ueberzeugung Platz gewinnt, dass solche Abweichungen nur in Rücksicht auf 
ihre Grösse, aber nicht an sich als Ausnahmen betrachtet werden dürfen, und 
dass sich solche nach grösserm oder kleinerm Massstabe überall zeigen. Die Verf. 
haben eine interetsante vergleichende Übersicht der durch astronomische Beob- 
achtungen bestimmten und der durch geodsetische Messungen berechneten Pol- 
höhen von 34 über halb Europa zerstreueten und durch Dreiecke unter sich ver- 
bundenen Punkten gegeben. Yreilich hat man dieselbe nur wie einen-unvoll- 
‚kommenen Versuch zu betrachten, da sie grossentheils nur auf unbeglaubigten 
fragmentarischen Notizen von den Resultaten der geodactische Messungen beruht: 
denn leider sind die meisten dieser Messungen in Frankreich, Italien, Ocster- 
reich und Baiern noch, immer nicht bekannt gemacht, 

Derselbe Abschnitt enthält ausserdem noch die neue Messung einer klei- 
‚nen Grundlinie bei Turin. wodurch einige Umstände, welche die von Hrn. vor 
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Zus im Jahro 1809 dort ausgeführte Triangulirung betreffen, noch mehr ins 
Licht gesetzt werden. 

Im folgenden Abschnitt findet man verschiedene mit dem Zustande der 
Atmosphäre im Zusammenhange stehende interessante Beobachtungen und Un- 
tersuchungen, nemlich gleichzeitige meteorologische Beobachtungen im Hospiz. 
des Mont Cenis und in Mailand; barometrische Höhenbestimmung des ersteren 
Punktes und des Mont Colombier; trigonometrische Höhenbestimmung des Mont- 
blanc (4302,7 Meter) und des Monte Rosa(4019,6 Meter); endlich Untersuchun- 
gen über die terrestrische Refraction. Letztere wird aus den an drei Punkten 
(Mailand, Tarin, Mondovi) beobachteten Elevationen dreier Berge Rocca Melone, 
Monte Viso und Monte Rosa bestimmt, wobei die absoluten Höhen der drei Stand- 
punkte vorausgesetzt, und die Höhen der beobachteten Punkte eliminirt werden, 
ein Verfahren, welches wenig Sicherheit geben kann, und wie eine genauere 
Prüfung zeigt, auch wenig Übereinstimmung gegeben hat. Wir möchten also 
auf dns Endresultat für das Verhältniss der Erdkrümmung zur ganzen Refrastion. 
(6,28 zu 1) wenig Gewicht legen: die Berechnung von sechs Paaren reciproker 
Zenithdistanzen zwischen Hauptdreieckspunkten gibt uns dieses Verhältniss im 
Mittel weit kleiner, nemlich 1 zu 0,1235, sehr nahe übereinstimmend mit den 
bei der Hannoverschen und Liefländischen Gradmessung gefundenen Resultaten. 

Der zehnte Abschnitt beschäftigt sich mit der vielbehandelten Aufgabe, aus 
der Breite eines Endpunktes einer gegebenen Dreiecksseite und deren Azimuth 
in jenem Endpunkte, dieselben Dinge für den andern Endpunkt, und den Län- 
genunterschied auf dem elliptischen Sphäroid zu finden. Die Entwickelung ent- 
hält nur eine Umformung der Leoexpnzschen Formeln, um anstatt der eogenann- 
ten reducirten Breite die wahre einzuführen. Die Formeln sind bis zu den Grössen 
der dritten Ordnung genau, insofern man die Abplattung und die Dreiecksseite 
(den Erdradius als Pinheit angenommen) wie Grössen der ersten Ordnung be- 
rachtet. Bei der Anwendung auf die gegenwärtigen Messungen hat man die 
Grössen der dritten Ordnung weggelassen, weil diess für die Ausübung genau 
genug sei. Diess ist jedoch nur insofern zuzugeben. als man die Resultate bloss 
zur Vergleichung mit den astonomischen Bestimmungen gebrauchen will, wo cs 
allerdings untöthig ist, in die Berechnung von jenen eing viel grössere Schärfe 
zu legen, als.diese zulassen. Geht man aber von einem andern Gesichtspunkte 
aus, nemlich die geodnetischen Resultate so gennu au berechnen, wie es die Mes- 
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sungen selbst verstatien, so dass man rückwärts aus jenen (den geodaetischen 
Längen und Breiten) die Winkelmessungen wieder wenigstens mit derselben Ge- 
nauigkeit soll berechnen können, mit der sie angestellt sind, so sind jene abge- 
kürzten Formeln bei weitem nicht zureichend, und bei schr grossen Dreiocken 
muss man dann sogar wilnschen, auch noch die Glieder der vierten Ordnung be- 
rücksichtigen zu können. Bei einer andern Form der Rechnung lässt sich diess 
durch schr geschmeidige Methöden erreichen: es kann hier aber nicht der Ort 
sein, diess weiter zu entwickeln, und wir begnügen uns, diess Bedürfniss der 
höheren Geodaesie hier angedeutet zu haben. Das Werk selbst bietet verschie- 
dene Fälle dar, wo die grossen Vortheile einer solchen Behandlungsweise fühlbar 
werden: so sind z. B. die auf der Turiner Sternwarte bei Gelegenheit der Arimu- 
thalbestimmungen gemachten Einschneidungen der Dreieckspunkte Masse, Monte 
Soglio und Rocca Melone gar nicht benutzt, die unter jener Voraussetzung eine 
schr schätzbare Controlle und Vergrösserung der Genauigkeit mit Leichtigkeit 
gegeben haben würden. 














Mimerial du döpst general de la Querre, imprim& par ordre du 
1820 (für 1602—1803), 606 8. T. III, 1826 (für 1825). 4668. 'T. IV, 1628 
(für 1826), 404 8. TV, 1929 (für 1827— 1828), 400 8. in 4.. Nebst vielen 
Karten und Planen. Paris bei Pıogier. 

Die militkrische Zeitschrift unter obigem Titel nahm im Jahre 1802, auf 
Veranlassung des Generals Anouzossr, damaligen Directors des Depot, ihren An- 
fang. Man wollte nach und nach einen Theil der Schütze dieses grossartigen, 
während der Revolutionskriege ins unormessliche bereicherten Instituts, für die 
Kriegswissenschaft und die Hülfskenntnisse, Geschichte, Topographie, Geodae- 
sie, Statistik u.s.w. gemieinnützig machen, und dazu die Musse des damals ein- 
getretenen Friedens benutzen. So erschienen rasch nach einander die ersten 
Nummern dieser Zeitschrift; als jedoch der Krieg bald wieder ausbrach, gerietl 
der Fortgang derselben allmählich wieder ins Stocken, und mit der siebenten 
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Nummer (1810) hörte sie ganz auf. Von dem General Gumumumor, welcher im 
Jahr 1522 die Direction des Depot übernahm, wurde zuerst die Idee einer regel- 
mässigen Fortsetzung der Zeitschrift gefasst, und von dessen interimistischem Stell- 
Vertreter, dem General Ditacnasse. o& Vaiayr zur Reife gebracht. Man beschl 
zugleich einige Abänderung in der Form eintreten, und in dem für die Fortsetzung 
gewählten Quartformat auch die sieben ültern Stücke, wovon die Exemplare ver- 
griffen waren, von neuem abdrucken zu lassen. Zu diesem neuen Abdruck der 
früheren Stücke sind die beiden ersten Bände der neuen Ausgabe bestimmt, wo- 
von der erste nebst drei Bünden der Fortsetzung vor uns liegt; der zweite soll 
nächstens nachgeliefert werden. 

Das Dipöt de la guerre wurde zuerst 1688 unter Lunwa XIV. Regierung 
durch den Minister Lovvon gestiftet: es war jedoch Anfangs nur ein Archiv, in. 
welchem die gesammte officielle Armee-Correspondenz hinterlegt wurde. Zu sei- 
ner gegenwärtigen Einrichtung ist es erst nach und nach durch Frweiterung sei- 
nes Umfangs und Consolidirung seitier Organisation gelangt, und seinen eigen- 
thümlich grossartigen Character hat es erst erhalten, seitdem es der Mittelpunkt 
geworden ist, wo sich alle Früchte der Arbeiten eines selbstständigen Corps, der 
Ingenieurs-Geographen. vereinigen. Einen Begriff von dem Umfange der Thü- 
gkeit des Instituts gibt der Umstand, dass die jührlichen Kosten im Jahr 1801 
auf 110000 Franken angeschlagen wurden, worin die Gehalte des Personals 
nicht mit begriffen waren; letztere betrugen 1793 die Sumine von 231100 Franken. 

An eine Zeitschrift, welche aus einer so überschwenglich reichen Quelle, 
schöpfen känn, darf man grosse Ansprüche machen, und diese werden um so 
vollkommner befriedigt werden, je mehr die Herausgeber ihr Hauptaugenmerk. 
auf die Bekanntmachung wichtiger, dem Publicum bisher verschlossener Mate- 
riaien richten, und dasjenige. wodurch die Wissenschaft nicht weiter gebracht 
wird, ausschliessen werden. 

Von diesem Ideal finden wir die ältern Artikel viel weiter entfernt, als die 
neuere Fortsetzung. . In der That sind die Artikel des ersten Bandes, wenn wir 
einen Aufsatz über die Hydrographie eines Theils von Frankreich und eine Notiz 
über die Geschichte des Döpöt de la guerre ausuchmen, von der Art, dass sie eben 
40 gut hätten geschrieben werden können, wenn auch das Depöt gar nicht vor- 
handen gewesen wäre, und ohne dus Interesse zu leugnen, welches mehrere Auf- 
sätze vor dreissig Jahren haben konnten und zum Theil noch jetzt haben, kann 
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‚man doch einen grossen Theil des Inhalts nur für Dissertationen erkennen. in de- 
nen elementarische Gegenstände mit mehr Breite als Tiefe abgehandelt werden. 
Es würde jedoch unpassend sein, diese Arbeiten. die einer längst vergangenen 
Zeit angehören, jetzt noch einer speciellen Kritik zu unterwerfen. 

Weit gehaltyoller erscheint dagegen die neue Fortsetzung, worin der Mili- 
är, der Geschichtsforscher, der Geograph reichen Stoff zur Belehrung antreflen. 
Wir nennen hier nur die Darstellung der Schlacht bei Marengo, die Geschichte 
des Feldzugs in Deutschland im Jahre 1800 (welche beinahe den ganzen fünften 
Band ausfällt). die militärische Beschreibung des Flussgebiets der Donau, alles 
durch eine grosso Menge von Karten und Planen erläutert; die Verhandlungen 
einer besonders dazu niedergesetzten Commission über die zweckmässigete Art der 
'Terraindarstellung, ‚worin dieser Gegenstand vielseitig erwogen und durch eine 
beträchtliche Anzahl von Probezeichnungen nach verschiedenen Methoden ver- 
sinnlicht wird. Nicht ohne Interesse wird man in der Correspondenz des Grafen 
28 Gisons mit seinem Vater dem Herzog pw Brunz-Isız die Unterredungen lesen, 
welche ersterer mit Fuirpuicn den Zweiten ein Jahr vor dem Ausbruche des sie- 
benjührigen Krieges über militärische Gegenstände hatte; imgleichen eine Reihe 
von bisher ungedruckten zum Theil eigenhändigen, auch mit einem Facsimile be- 
gleiteten Briefen Luowio XIV., wenn gleich nicht alle Leser sie von dem Stand- 
punkt betrachten können, auf welchen die Herausgeber die französischen Leser 
stellen wollen, indem sie in der Einleitung dazu bemerken: Mowrssguizo reyarde 
comme ie devoir de tout Eerivain homme de bien de contribuer, autant qu'il est en ii, 
ü.donner A ses coneitoyens des raisons daimer ceuz A qui ils doicent obeir. Riem 
Wentre mieuz dans cette noble penste de Moxresquneu, que la püblication de ces lettres 
et de celles qui pourront les suiore, et tout le monde recomnoltra dans les successcurs 
du grand roi tout ce que son coeur avait de paternel et son dme Eheroigue. Endlich 
dürfen wir nicht mit Stüillschweigen übergehen die Nachrichten, welche im 3. und 
4. Bande über die neue grosse Karte von Frankreich gegeben worden, deren Aus- 
führung durch eine königliche Ordonnanz vom 6. August 1817 befohlen wurde. 
Man wollte Anfangs die Aufnahme in dem Maassstabe von 1 zu 10000 und den 
Stich in dem Maassstabe von 1 zu 50000 ausführen, wobei die Anzahl aller Blät- 
ter auf 611, jedes 800 Millimeter breit und-500 Millimeter hoch, angeschlagen 
wurde, und glaubte die ganze Arbeit in 20 Jahren vollenden zu können. Man 
liess jedoch diesen Plan bald fahren, und beschränkte den Manssstab für die Auf- 
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nahme auf das Verhältniss I zu 40000, und für den Stich auf das Verhältniss 1 
zu 80000, wonach die Anzahl der Blätter (von derselben Grösse wie oben) auf 208, 
die erforderliche Zeit auf 15 Jahr, die Kosten für die Arbeit, den Stich und den 
Abdruck von 3000 Exemplaren auf 4232000 Franken, endlich der Verkaufspreis. 
jedes Blattes auf 7 Franken 50 Contimen, oder der ganzen Karte anf 1560 Fran- 
kon veranschlagt werden. Die ganze Arbeit gehört zum Ressort des Depot, allein 
es ist dabei auf die Mitwirkung des Katasters gerechnet, obwohl aus dem Bericht, 
nicht recht klar ist, in welchem Maasse: wie es scheint wird von dieser (ron ei- 
‚nem andern Ministerium abhängigen) Behörde das ganze Detaik erwartet, so dı 
den Ingenieurs-Geographen bei der Aufnahme nur die trigonometrischen Arbei- 
ten und die Höhenbestimmungen anheim fallen. Diese Abhängigkeit von einer 
andern Behörde. mit welcher kein recht harmonisches Zusammenwirken Statt zu 
finden scheint, (der nicht hinlänglichen Unterstützung von Seiten des Katasters 
wird das Fehlschlagen des ersten Plans beigemessen), könnte vielleicht dom ge- 
"hoffien raschen Fortgange dieser grossartigen Unternehmung schr nachtheilig wer- 
den. Nach Vollendung der Arbeit soll noch ein grosses Repertorium geliefert 
werden, worin nicht bloss die numerischen Resultate für die Lage und Höhe der 
trigonometrischen Punkte, sondern auch alle Messungen auf welchen jene beru- 
"hen, bekannt gemacht werden sollen. Dadurch werden dann freilich alle Wünsche 
erfüllt werden. Allein so wie theils zu besorgen ist, dass dieser Zeitpunkt noch 
sehr weit entfernt sein möchte, theils auch in höhern wissenschaftlichen Bezie- 
hungen hauptsächlich nur die Dreiecke und Dreieckspunkte erster Ordnung das 
grösste Interesse darbieten, so können wir den lebhaften Wunsch nicht unter- 
drücken, dass man mit der vollstindigen Bekanntmachung der Dreiecke erster 
Ordnung (welche bereits jetzt alle gemessen sind) nicht so lange zögern, sondern 
diese zum Boston der Wissenschaft sogleich liefern möchte. Die Freunde der hö- 
hern Geodatsie würden es um so dankbarer erkennen, wenn die künftigen Bände, 
des Memorial diese Wünsche erfüllten. als sie, bei den bisher erschienenen Bän- 
den, die in anderer Bezichung so gehaltreich sind, am wrenigsten berüicksichtigt. 
worden sind, und in den wenigen theoretischen Dissertationen und Hülfstabellen 
keine Entschädigung für den Mangel an Thatsachen finden, welche doch das De- 
Pot in so reichem Masse zu geben im Stande wäre. 





























BESTONIUNG DER GRÖSSTEN ELLIPSE 


WELCHE DIE Vi SEITEN EINES GEGEBENEN VIERECKS DERÜHRT. 





Die Lage aller Penkte in der Fbnt, in welcher das Viereck liegt, bestimme 
ich durch Abscissen und Ordinaten, indem ich vorerst ‘die Abseissen-Linie und 
den Anfangspunkt der Abscissen ganz nach Willkür annehme, Das Viereck be- 
Imme ich nicht durch die Winkelpunkte, sondern durch die Punkte, wo jenes 
jten von den aus dom Anfangspunkte der Abscisson auf ditse gefüllten Perpen- 
ikeln'geschnitten werden. Dieso Perpendikel seien a, «, «', a”, und ihre Nei- 
gungen gegen die Abseisenölinie A, A) A” A”, folglich die Coordinaten der 
erwähnten vier Durchsehnittspunkte 
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Es sci ferner. r der Abstapd des Mittelpunkts der gefüchten Filipse von 
dem Anfangspankte der Abscissen, und + die Neigung der von letztem zu er- 
sterm gezogenen geraden Linie gegen die Abscissen-Linie, oder ragsg, reing 
die Coordinaten des Mittelpunkts der Ellipse. Man findet hieraus Teich 
das Perpendikel von diesem Mitelpunkte auf die erste Seile des Vierecks 








= a—ros(4—4) 
sein werde; auf ähnliche Art werden die Perpendikel auf die drei andorn Seiten 
ausgedrückt. 

Bezeichnet man ‚lie halbe grosse Axe der Ellipso mit a, die halbe kleine 
Axe mit 6, die Neigung der letztern gegen die Abseissen-Linie mit 4, so ist 
offenbar A—} die Neigung des Perpendikels aus dem Mitielpunkte auf die erste 
Seite des Vierecks gegen die kleine Axe, welches, wenn jene die Ellipse berth- 
zen soll, nach bekannten Gründen durch. 


Viaasin(A—4'+66001(49}] 
ausgedrückt wird. Man hat also die Gleichung 
rcos(d—g) = Yiaasin(A—H'+BEös(d—4f) 


und eben s0 drei andere ganz ähnliche, wenn man statt a und A die sich auf die 
andern Seiten beziehenden Zeichen subsituirt. Schafft man also die Irraionali- 
tät weg, und setzt Kürze halber 7 io 


mat 
aa—66 u 





10 sind unsere vier fleichungen I 


L 200 +-sarcos(d g)-trreos2(d pl ucos2(A-4) = 0 
1. 20a +r-adro(d' -g)+rreon2(d g)—ncon2 (4) = 0 
U. zart rm Aatroos(d’g)drreon2(d 7) —ucn2(d" 4) = 
IV. Aaron aatreos (A g)Frreon2(Arg)—uoon2(d” 4) 












Multiplieirt man die erste Gleichung mit sin2 (A’—A'). die zweite mit 
sin 2[{4—4”), die dritte mit sin 2(4’— A). und addirt die Producte, so wird 
(im. s. Art. 78 meiner Theoria motus corporum coelestium) 
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Zar coll) sin 2-4) 
sin ala 


"Das ‘Aggregat, worin hier £ muftiplieirt erscheint, kann auch durch 





Wand 





din (A’— A) sin (A’— A) sin (AA) 
sügedrückt werden. 

Behandelt man auf eine,ihnliche Art die Gleichungen I, IL, IV, so bekommt 
man eine ähnliche Gleichung VI, die sich von V nur durch die Vertauschung der 
Buchstaben «',.4” gegen a”, A” unterscheidet. Eliminirt man aus den beiden 
Gleichungen V und VI die Grösse £, so sieht man leicht, dass daraus eine 
Gleichung von”der Form 


vo. B+Orcosg+Drsin 





hervorgehen wird, wo B, C, D bekannte Grössen bedeuten, Man kann ihre 
Werthe leicht darstellen, wir werden indess bald zeigen, wie man dieser Ent- 
wiekelung überhoben sein kann. Aus der Gleichung VIL ist klar, dass der Mit- 
telpunkt jeder die vier Seiten unsers Vierecks berührenden Ellipse in einer gera- 
den Linie liegt, welche gegen die Abscissen-Linie unter einem Winkel, dessen 
Tangente = —S, geneigt ist, und dass der Durchsehnitis- Punkt die Abseisse 
—E hat. Die Lage dieser geraden Linie kann man aber viel leichter durch fol- 
gende Betrachtungen bestimmen. Eine Diegonale des Vierecks kann als eine ver- 
schwindende, die Seiten des Vierecks berührende Fllipse betrachtet werden, de- 
ren Mittelpunkt dann offenbar in der Mitte der Diagonale liegt. Hieraus folgt 
leicht, dass die obige gerade Linie, welche der geometrische Ort der Mittelpunkte 
aller die vier Seiten des Vierecks berührenden Ellipsen ist, keine andere sein 
könne, als die, welche die Halbirungspunkte der beiden Dingonalen verbindet, 
und welche demnach leicht gefunden werden kann. Hierüber füge ich noch zwei 
Bemerkungen hinzu: 

1) Fielen beide Halbirungs-Punkte in Einen zusammen (in welchem Falle 
das Viereck ein Parallelogramm sein wird), so füllt freilich diese Bestimmung der 

si 
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geraden Linie yeg; allein in ditsenr Fall ist leicht zu zeigen, dass ınhwendig 
dieser gemöinschaftliche Halbirußigspunkt zugleich der Mittelpunkt der Bllipse 
selbst sein wird. R y 

2) Verlängert man zwei einander gegenüber liegende Seiten „les Vierccks 
bis zu ihrem Durchschnitt und eben so die beiden andern, so darf man auch Ye 
iden Durchschnitts-Punkten enthaltene gerade Linie, als eine 
verschwindende die vier Seiten des Viereeks berührende Ellipse anishen.“ Der 
Halbirungspunkt derselben muss also in eben der geraden Linie liegen, welehe 
die Halbirungspunkte der beiden Diagonalen verbindet. Diese allgemeine Eigen- 
schaft eines jeden Vierecks ist meines Wissens bisher noch nicht bemerkt; ich 
werde davon unten einen einfachen directen Beweiß geben. 

Um die Rechnungen noch mehr abauktirzen, will ich jetzt annehmen, dass 
man diese gerade Linie selbst zur Abseissen-Linie gewählt habe, und folglich 

=0 sei. Der Anfangspunkt der Abscissen bleibt wie vorher willkürlich, 

Eben diese Bestimmung 9 0 macht nun eine der vier Fundamtntal-Gleichun- 
gen entbehrlich, und wir haben also zur Bestimmung der vier unbekannten 
Grössen t,w,r. $ theils die drei Gleichungen 








zwischen diesen 














2aa + tar cos A+rroos2A—ucos2(A—4) 
aa + 1arosA+rreos2 4 —ucos2(d 4) 
Boat da'roosA’Hrreos2 A’—ucns2(d 4) = 0 





heil» die Bedinghng, dass der Inhalt der Ellipse, welchem offenbar das Product 
@6 proportional ist, und folglich auch 4aaBB oder (rr—t]?—un ein Maxir 
mum sein soll 

Setzt man Kürze halber rr— 





© und 
2a —roosdj? 
2a —reos A)? 
Aa reosan 





s0 werden obige Gleichungen 
+2 (ab 
U+uess 2 (d 
B-t uns 2(d" 
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woraus nach den,gchörigen‘Bntwickelungen leicht folgt 


40sin (AA) sin(A— A”) sin (AA) Br 

bein 2(4°— A)+-Vsin (AA) +Wsin2(d— A) 
Auusin (A A’Psin (A— A’ein (AA) 

bb in (dA) 








+ ein (AP 
1) sin (A— A”) sin (dA) 





+28 sin (A A')sin (A—A")cos (dA) 
und hieraus 
400 — un) sin (A A’sin(d—ANsin (= A” 
= bbin(d—a) 
Fu sin (AA 








+25Bsin(d— APein (dA) 


«;-Ieh;habe diese Formeln hierher gesetzt, weil sie auch in andern Füllen zu- 


weilen mit Nutzen zu gebrauchen sind. Man sieht leicht, dass das, was anf der 
rechten Seite steht, das Product aı 


den vier Factoren sei. 





AVersin (dr A)+ VD. 


‚Substituirt man hier für b, 





ihre Werthe und setzt Kürie halber, 
asin (KA) +asin(A—4)+a’sinkd-AN=M E 
so wird 

00 -un)sin (d’— A]Fsin(A—A)'sin (dA 
gleich dem Producte aus den vier Factoren 
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M— 2(a—rcos A) sin(A’— A) 

" M—2(d —roosA')sin (AA) 
Mn 








Man hat also offenbar eine Gleichung von der Form 


TtörterrHir = un = daad6 





wo 7,8.5,% gegebene Grössen sind, und dann wird r, durch die Bedingung, 
des Maximums ofenbar aus folgender quadratischen Gleichung zu bestimmen sein 


ö+2erHöter 
‚Noch leichter findet man die Cofficienten dieser Gleichung durch folgende, 
Betrachtung. Da das vierfache Product aus den Quadraten der halben grossen 


und der halben kleinen Axe einer jeden Ellipse, welche die vier Seiten des Vier- 
ecks berährt und deren Mittelpunkt zur Abscisse r hat, allgemein 


Yrörhertir 











wird, so muss dieser Ausdruck nothwendig = 0 werden, wenn man für r einen 
Werth substituirt, welcher einer der drei oben betrachteten verschwindenden El- 
lipsen entspricht. Diese drei Werthe sind die Abstände der beiden Halbirungs- 
punkte der Diagonalen des Vierecks und des Halbirungspunktes der geraden Li- 
nie, welche die Durchschnitte der beiden Seiten-Paare des Vierecks verbinden, 
von dem Anfangspunkte der Abseissen. Ich bezeichne diese drei Punkte durch 
©, D, E, und ihre Abscissen durch c, d, e, so muss offenbar 


PrterhörHt 
mit dem Produete (rc) (—4) (r—e) identisch sein; folglich ist die obige qua- 
dratische Gleichung 
. Irr—arlctd+g+ed+ec+de= 0 
deren Wurzeln 


etdte 


abe pYlecHddteeted+ce+de) 


item DI8 van aaırzn uras ontenchey vealbıga eratnmr. 3 
u ee - B; “ 
ke lerterteilertde 
re ee Se ü 


Die Wurzelgrösse Vlectdd+ee+cd-+ce+de) lässt sich auch in die 

Form setzen 
YA-g'+ dgl -a)+e-a)] 

ist folglich die dritte Seite eins Dreiecks, in welchem zwei Seiten d—e und 
ed sind, and der eingeschlossene Winkel — 120%. Beschreibt man also über 
CD. ein gleichseitiges Dreieck, desson Spitze F, so ist EF.jener Wurzelgrösse, 
glfich, wonach sich also die beiden Werthe von r leicht construiren lassen. Man 
kann leicht zeigen, dass der eine dieser Werthe zwischen c und d, der andere 
zwischen d und e fallen muss, und dass nur dem erstern der Mittelpunkt der 
‚grössten Ellipse wirklich entspricht; für den andern wird nemlich, 


Ytörterr+ir 





nicht ein grösstes, sondern ein kleinstes werden, oder viclmchr den grössten ne- 
‚gativen Werth erhalten, dem aloo nur ein ihaginärer Werth von a6 entspröchen 
kann. Man sicht leicht, dass dieser sich auf eine Hyperbel beziehen muss. 

Sobald übrigens der Mittelpunkt der vorlangten Ellipse gefunden ist, hat 
die Bestimmung der übrigen unbekannten Grössen keine Schwierigkeit. Aus 0 
und r findet man t; aus £ und u dann ferner « und 6, und danh aus einer 
oder.einigen der obigen Gleichungen $. Dadurch sind also sowohl die Dimen- 
siönen der-Ellipse, als ihre Lage vollkommen bestimmt. 

Tch muss übrigens noch bemerken. dass das hier aufgelöste Problem mit 
dem neulich in der Monatl. Corresp. aufgegebenen nicht ganz einerlei ist. Es 
ibt nemlich Fülle, wo die grösste innerhalb einca Vierecks au beschreibende EI- 
"lipse eine der vier Seiten des Vierecks nicht berührt. Die nähere Betrachtung 
dieser Fülle gehört aber hier nicht zu meiner Absicht. 








Dialer Boceis den sigen Thor din Free btnfod. 
Es seien A, B, 0, D die vier Winkelpunkte des Viereck; E der Durch- 
schnittvon AB und DC; F der Durcltschnitt von BC und AD; G, Hund I 
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in dör Mitte voh AC, BD und EF. Die (dordinaten dieser neı 
seissen- 


Punkte, Ab- 
nie und Anfangspunkt ganz willkürlich. gewählt, bezeichne-ich mit. 
aa 5 ©£ d.d’us.w. Da nun die drei Punkte A,D, E in einer gers 
den Linie liegen, so findet zwischen ihren Coofdinaten folgende Bedinguygepe 
Chung sgtt: E 
al—B)+ bie) red 
und eben so hat man, da ADF, BCH, DCE gerade Livien sind 
ya) +Ha@ N Ard- 
BEN HEF-B+/W—E) 
ce -A)+d@—e) +eld—e) = 











‘ 








Addirt-man diese vier Gleichungen zusammen, so erhält man 
HH NAH HEN HeH NH de) 
‚oder da offenbar 


ta+e) 
Hate) 








+6+d) 
+44) 


» Hehf) 
+e+f) 





ist, 





NE 


welches die Bedingungs-Gleichung ist, dass G, H, I in Einer geraden Linie 
liegen. 





+9) = 0 


ZUSÄTZE 


ZUR GEOMETRIE DER STELLUNG VON CARNOT 


(nznSETZT vox scmuntacnen. 1810. 


1. 
{Folgende analytische Behandlung der merkwürdigen Punkte eines Di 
verdanke ich der Güte des Herrn Professor Gaves. Scuonacume.| 
Es seien A, A, A" die drei Winkelpunkte eines Dreiecks und deren Coor- 
dinaten respective 


ke 





y 
Ey 
Er 


Die Coordinaten der Punkte B, B', B”, welche die Seiten A4', AA, AA 
halbiren, werden offenbar sein. 


He), dry) 
Ed u Fe 1 20} 
Yet) HH). 

Man nehme auf den Linien AB, A'B', A'B” (vorwärts oder rückwärts ver- 
längert, wenn es nöthig ist), von A, 4, 4” ab gezählt, Stücke, welche jenen 
respective proportional sind, und sich dazu wie n:1 verhalten. Falls man die 
Stücke rückwärts nimmt, hat man n als negativ anzuschen. Dieser Stücke End- 
punkte heissen C, C’, 07, so sind ihre Coordinaten. 





ss 


3 zuniren 
ter, yhulyay—ıg) 


Etat), YHnlytyay) 
H4ntatF—a), yYırılyty—ay) 





oder wenn man 
I-n=a 
In=6 
seizt 
ar+ö@4e), aytölyhy) 
arte, Halt) 
ar+bletz), aytöly+y) 
Von den Punkten C, CC" werden Perpendikel auf AA, A'A, AA, 
gefällt, man sucht die Lage der drei Durchschnittspunkte dieser Porpondikel. 
Eoseien die Coordinaton des Durchschnittspunktes der beiden letzten Perpendikel 


un 


welche man mit Hülfe des folgenden Lehrsatzes bestimmen wird. 
Wenn 





die Coordinaten von vier Punkten sind, und die graden Linien durch den orsten 
und zweiten Punkt auf der Linie durch den dritten und vierten senkrecht sind, 
so hat man 


tang. der Neigung der ersten Linie gegen die Abseissenlinie 





tang. der Neigung der zweiten Linio gegen die Abseissenlinie 


und folglich, da die eine Neigung um 90° grösser ist als die andere, das Product, 
der beiden Tangenten = —1, also 
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Ey 
Bauer) 









a er) Herr) tert) 
ver Hreree 


yer—ee) ty) Heer) 
a oz 


Der Werth von n folgt aus dem Werthe von £, wenn man in diesem alle 
5,£, 3° mit den entsprechenden y.y,3” vertauscht, wie man auch a priori 
leicht voraus schen kann. 

Die Coordinaten des Durchschnitts des ersten und letzten Perpendikels fol- 
gen, wie man leicht sieht, aus £ und y, wehn man & mit 7, und y mit y ver- 
tauscht, da aber dadurch & und n ihre Werthe nicht ändern, indem in beiden 
oßenbar die Coordinaten der Punkte A, A, A" auf gleiche Art entriren, so ist 
klar, dass dieser zweite Durchschnittspunkt mit dem ersten zusammenfällt, und 
eben deshalb fällt der dritte Durchschnittspunkt mit den beiden ersten von selbst 
gleichfalls zusammen. 

Für den Schwerpunkt ist übrigens offenbar 














i 
also, 
6=+ 
und daher 
Hetz+r) 
n=iWty+y) 
‚Für den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises ist 
ı 
also 





‚Für den Durchschnittspunkt des Perpendikels aus A u... selbst ist 
n=0 
ss“ 
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Der Nenner in dem Werthe von &n ist der doppelte Inhalt des Dreiecks, 


1 
Dass die Perpendikel in einem Dreiecke, aus den Spitzen auf die gegenüber- 
stehenden Seiten sich in einem Punkte schneiden, kann man schr einfach co zeigen. 
Das gegebene Dreieck sei BDF, und die erwähnten Perpendikel 
BI, DG. FH. 
Man ziehe durch jeden Scheitelpunkt des Dreiecks Parallelen mit der gegen- 
überstehenden Seite, in den Punkten A, C, E, schneiden, es steht folg- 
lich FH auch auf AE, @Dauf CE, BTauf AG senkrecht, und zwar ist 





AB 
ED 
AF 





13] 
_ 





Beschreibt man nun um das Dreieck ACH einen Kreis, eo, liegt sein Mittel- 
punkt sowohl in BT, als in DG, als in FAR, diese drei Linien müssen sich 
alko in einem Punkte schneiden. 

Prissast gibt in seinem Recueil des propositions de Geomätrie einen zier- 
lichen analytischen Beweis, und fügt einen geometrischen bei, der nicht dasselbe 
Verdienst hat. 


Län hundchitiche Bemerkung.) 
Sind a, 6,7 die complexen Zahlen, die sich in natürlicher Ordnung auf die 

drei Winkelpunkte eines Dreiecks beziehen; A, B, C die drei Winkel. u die 

‚complexe Zahl für den Mittelpunkt des [umschriebenen] Kreises, so hat man 


al —ieotgC)+6{1-+ieotgC) 
= 8(1- iootgA)+y(i-icotgA) 
Yi—ieotgB) +a{t-+icotg.B) 





2u = a+6+(6—aJeotgC. 





AUR OEONETRIE DER BTELLUNO von OARxor- 397 


a+5+7. alıo 





Tat + die complexe Zahl für den Schwerpunkt! so ist 3 


+6 Yeotg A. 

Hr—aleotgB.i 

+ B)eoigc.i 
Dies 31—2u ist die complexe Zahl für den Punkt, wo die drei Perpendi- 

el aus den Winkelpunkten auf die gegenüber liegenden Seiten einander schneiden. 
Daraus also durch Subtraction 

a—5-+ |acotg B-+ Geotg A— y(eotg A + cotg BJ] .i 

6 1+|Bcotg C+ yeoig B—a(eotgB+cotg.O)}-5 

—a+ [root A + acotg 0 — Bootg C+cotgA)].i 


s0—2u 











[Zweite handachriftliche Bemerkung.) 

Sind a,b,c,d vier Punkte im Umfange eines Kreises vom Halbmesser 1, 
und zugleich die complexen Zahlen, die diesen Punkten entsprechen [wobei die 
dem Mittelpunkte entsprechende complexe Zahl gleich 0 angenommen wird), 
P.g, r die Durchschnittspunkte der Geraden 23, $4.5%, endlich 7 die Mitte 
der Kreisschne, an deren Endpunkten Tangenten sich in p schneiden, und ebenso 
9’. r', so hat man, indem accentuirte Buchstaben sich immer auf die resp. Ad- 


juneten beziehen, 





oder par p)= gr, ebenso g’(p-tr—g=pr. und rlp+Ha—n=pg 
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nd lab-esy 5 
=lebzei 





eat Pi 
eeheziäh.pp } sind reelle Zahlen 





—OB-a)lae de)" 





oder p'.q, r liegen in einer geraden Linie normal gegen 0p'p 


v. 


{In einem gegebenen Kreise ein Vieleck zu beschreiben, dessen Seiten durch 
eben so viel gegebene Punkte gehen. Scmumenzx.} 

Es sei der Halbmesser des Kreises, r, die Coordinaten der Winkelpunkte 
des Polygons 


reosF, rcosg, rcosg” ote. 
ring, reing, reing” et. 
endlich die Coordinaten der gegebnen Punkte, durch welche die verlängerten 


Seiten des Polygons gehn, (welche respective den ersten und zweiten Winkel- 
punkt, den zweiten und dritten u.s.w. verbinden) 





acosA, aeosA, acosA” ele. 
asinA, dsinA, d’sinAd’ eic. 





Dann ist nach dem Grundsatze, dass, wenn drei Punkte, deren Coordin: 
#,/ sind, in einer geraden Linio liegen, die Bedingungs- 





Euer 





rcosg sing+racosg sin A+-arcos Asiny 
—rreosg'sinp —arcos A sing —ra cosg sin A 





rsin(g 9) —asin(—A) + asin(P—A) 





oder 


rend) = acnıt (+2) 
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Entwickelt man diese beiden Cosinus, dividirt dann mit oos+pcoszg, 
und bezeichnet tang 49 mit 4, tung? mit #\, 


ana gta _g, 





und so wird 











Man sieht hieraus, dass man so viele Gleichungen erhält, als das Polygon 
Seiten hat, und dass man durch Verbindung derselben zuletzt auf eine quadrati- 
sche Gleichung für # kommt. 


vu. 
Avroanz. Es sind drei Kreise der Lage und Grüsse nach gegeben, man 
soll einen vierten beschreiben, der sie alle berührt. 
Auflösung. Man lege durch den Mittelpunkt des einen Kreises die senk- 
rechten Axen, und nenne die Abstände von diesen Linien 


des Mitelpunkts des zweiten Kreises . . . . . a, b 
des dritten Kreises [2 
des gesuchten y 





Die Entfernung des Mittelpunkts des ersten Kreises, vom Mittelpunkte des 
gesuchten heisse = x. so ist 
‘© die Entfernung des Mittelpunkts des zweiten vom Mittelpunkte 
des gesuchten, 
die Entfernung des Mittelpunkts des dritten vom Mittelpunkte des 
gesuchten; 








400. zusirze 


wo e den Unterschied der Halbmesser des ersten und zweiten, und € den Un- 
terschied der Halbmessor des ersten und dritten Kreises bedeutet. 
Wir haben folgende Gleichungen : 


zetyy—ar 
ea + = ect 
B-a)+Ww-i)=e-.e) 








Setzt man 





#0 erhält man aus den vorigen Gleichungen 


aatbb—ce — 2azcosg-+2brsing— 2er 
aa+bb dscosp-+ 2Vzsinp—2cz 











ividirt man die erste Gleichung mit acosg+dsing—c. die zweite mit 
und zieht sie dann von einander ab. so erhält man 








_ _eut=ee 








o 
oder wenn wir bezeichnen 
da+bb a 
aa+bb—cc= 4 
(Aa—Ad')cosp-+(Ab— Ad)sing = Ae—Ae 





Setzen wir nun 






Aa— Ad 
Ab — Ab 
Ae—Ad 


RsinM 


#0 verwandelt sich unsere Gleichung in 
Reg) = N 


worin ausser 4 alles gegeben ist. Man erhält daraus zwei Werthe für +, unter 
denen man nach der Art, wie der gesuchte Kreis berühren soll, zu wählen hat. 
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vır. 
Bateichehng dr Grwndforneln der spkärichen Trigmemati. 
Sind a.b,e die Seiten: A, B, C die gegenüberstehenden Winkel eines 
sphärischen Dreiecks, so ist 


05a = cosb.cose+sinb.sine.cosA 


wie Laonaor für den Fall, dass sowohl b als c kleiner wie 90%, elegant bewie- 
sen hat. Indessen lässt sich der Beweis leicht auf alle andere Fülle ausdehnen. 
Es können folgende Fälle eintrete 





| EEE 727007277 3 


Hier gilt der Beweis unmittelbar. 


IE» 4 2.24 DD, e>ar 


Man verlängere die Seiten b und c über die Punkte B und C hinaus 
bis zum Durchschnitte 4, und bestimme den Werth von a aus der Betrachtung 
des Dreiecks ABC. 

I. 5 . >00, e<90r 


Man verlängere die Seiten d und a über die Punkte A und B hinaus bis 
zum Durchschnitte C, in dem Dreieck C’AB ist sodann aus Fall I 


U+sine. 








cos [180° a) = cose.cos (150° 





Y.c0s(150°— 4) 


welches mit der Grundformel identisch ist. 
Mit diesem Falle ist 6<(90° und c> 90° wesentlich einerlei. 





Wo. 2. =, A=t 


Hier ist © dor Pol von AB, also nothwendig auch a 
ist die Formel 





0°. Folglich 


cosa — cosb.cosc+sinb.sine.cos.A 





0°, A=90% wesentlich einerlei 
El 


von selbst evident. Mit diesem Falle ist e = 
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Wr un ben, AZ 





0°. Dann wird A der Pol von e, also d= 90%, und a 





Die Gleichung 
cosa = cosb.cosc+sinb.sine.cos A 
ist von selbst erident. 
2) e<90°. Hier wird c über B hinaus bis zur Länge von 90° fortge- 
setzt. Aus der Betrachtung des Dreiecks folgt dann 


08a = cos (00°). 005 A+ sin (90°— c).sin A 5005 90° 





oder 


cosa = sinc.cosA 





daher die Formel auch in diesem Falle richtig ist. 
3) e>90°. Hier wird von c der Bogen 90° in dem Punkte R abgeschnit- 
ten, dann folgt aus Betrachtung des Dreiecks BRC 
cosa = c0s(—90%).00sA-+sin (— 90%). sin A.cos 90° 


oder 
sa — sine.cos4 - 


wie im vorigen Fall. 
Die Fälle, wo 5<(90° oder 5>90%, und zugleich 
beiden vorigen wesentlich einerlei. 
Zählt man also alle möglichen Fälle auf, so folgt der Beweis, wenn 


90°, sind mit den 











Beide Seiten kleiner als 90° au I 
Beide Seiten grösser als 90° au I 
Eine grösser, die andere kleiner als 90° aus III 
Beide = 90° aus IV und V.ı. 
Eine = 90%, die andere kleiner aus IV und V.2. 
Eine = 00%, die andero grösser aus IV und V.3. 





Wir können also allgemein annehmen: 


WM... Cosa = cosb.cos c+sinb.sinc. cos 





und ebenso, 
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Wr... ob cosa.coe-Hsina,sine.cosB 


dividirt man (A) mit sine. und multplicirt (2) mit colge, und addirt, so er- 
hält man 





+ sin b.cos A-+ sina.cose.cos.B 


also x er 

92... eosa.sine= sind.coA-Hsina.cose.coB 
ebenso . 
Wo. 2. eoe.sina = sind.cosC-+sine.cosa.conZ 


. 
Multiplieirt man (4) mit cosB, und addirt (s) 


5) > - cosa.sine.sinB® = sind.cos A-Heinb.cos B.conC 
ebenso 
(6) - . c0sa.sind. sin? = sine.cos A--sine.cosB.cosC 


Multiplieirt man (5) mit “© und zicht davon (6) mit 
ab, 0 erhalten wir 





multiplieirt 





Men... sind. B—sindsine? = 0 
oder 
Bo... sinesind=eind.sinc 


und wenn man (A,5) mit sind dividirt, und davon (B) mit 
eirt abzicht 





(0)... - A —cosB.cosC+sind.sinC.cosa 


endlich wenn man (A,4) mit sine dividirt, und (B) mit SE multplieirt 


Mn. 
davon abzieht 
@ . . cotge.sina—cotgC.sin B — cosa.conB 


‚Aus diesen vier Grundformeln folgen die sogenannten Narszschen Analo- 
gien, und die Abkürzungen, welche durch die Bedingung, dass das sphärische 
Dreieck rechtwinklig sein soll, angebracht werden können, von selbst. 

{Man vergleiche mit dieser Entwickelung die von Laonaxoe im sechsten Heft 
des Journal de T’Beole Polytechnigue.} 





0 
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(Handschriftliche Bemerkung über die Zurückführung der Relationen zwi- 
schen den Elementen eines sphärischen Dreieckes auf die Relationen zwischen 
den Elementen ebener Dreiecke:) 


‚Sphärisches Dreieck 





Winkel 

u: a 
B » 
c e . 
Biene Dreicche 


sinza 
HAH4B—4O singbeoste 
HA—4B+C  singecossb 


190° —A 














ta 
HA++B+0-90°  sintbsinge 
WH4A—4B-C costbeoste 
2 sind 

4A 4B+4C sinfecosta 





9+444B—0 sintacose 
180° —B 

14413440 90° 
W4AHHB- IC  cosjacsze 





e singe 
90 4A44B-4C sinbeosta 
+4A—4B—4C  sindacsıb 
190° C coste 
4A4+4B+40-90° singasingb 
MHAHB+HE costacostb 
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Man kann dieses auch durch folgende sechs 





oder durch folgende 


sin A sinbsine — sin Bsinasine = sin Csinasind 
—4c015 (HA+B+C).cosja.cos}b.cosge 
40054(— A+B+C).costa.singd.singe 
= dost(HA—B+0). 
seo} (4+A+B—0). 


Diese Grösse bedeutet den sechsfachen Inhalt der Pyramide, deren Ecken die drei 
Winkelpunkte des sphärischen Dreiecks und der Mittelpunkt der Kugel bilden, 
Halbmesser der Kugel = 1 gesetzt. Forner ist diese Grösse 











= 1ootangr.sinfa.sin}b.sinfe 





wo r den sphärischen Halbmesser des um das Dreieck beschriebenen Kı 
deutet. Auch ist dieselbe 


= deosr.sina.singb.singe 





wo (2a, 26,27 die Winkel bedeuten, welche zwischen je zwei der nach den 
Eckpunkten A, B, C gezogenen sphärischen Halbmesser und gegenüber den 
Seiten a,b, liegen, oder] a, 8,7 die Winkel des ebenen Dreiecks ABC 
sind, weil 2sinta, 2sinyd, 2sinfe dessen Seiten, mithin Asina.sin 4b.sine 
dessen doppelter Inhalt; während dasselbe zugleich als Grundfläche obiger Pyra- 
mide mit Höhe cosr betrachtet werden kann, woraus die Richtigkeit von selbst. 
erhellt. {Aus der obigen sechsfachen Gleichung leitet Gavss an einer andern 
Stelle die von ihm so vielfach angewandten Formeln her:] 

















os 4A.sin—) 
sin4A.sin+[{b+e) = cos} (B— C).sinta 
6084.4.00x4 (bc) = sin} (B+ C).costa 
sin4A. cos} (+0) = c0s4(B+C).costa 





HB— C).sinta 
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Aufösung einer geometrischen Aufgabe. 
|In des Herm Professors Mönms Beschreibung der Leipziger Sternwarte 
kommt $.61 eine kleine geometrische Aufgabe vor, nemlich. 
Beliebige 5 Punkte A, B, C, D, E einer Ebene sind, je zwei, durch ge- 
rade Linien verbunden. Man kennt die somit entstehenden 5 Dreiecke 
EAB. ABC, BCD, CDE, DEA ihrem Inhalte nach, und verlangt dar- 
aus den Inhalt des Fünfecks AB CODE. 


Herr Hofrath Gates, der einige Wochen dieson Sommer bei mir verlebte, 
schrieb, wie er das Buch sah. folgende Auflösung hinein: 
Man bezeichne die 5 Punkte mit 1, 23,4, 5, die 


Winkel 213 mit p 








-1q 
Sectn 12 — rt 
nu 
nor 

1- 
 Dieiscke 128 — a 
2 
me 
1 d 
me 
m-r 
my 
18 - 3 


Fünfeck 13848 — w 


GKONFTRSCHE AUOANEN. 407 


‚So hat man folgende Relationen 















tu.sinp = 2a 
en ze daraus vermittelst des Lemma der 
Kae R ag Tmanc.c. 

nn u 
win) = 2y 


©] ae Werte en 9.2 Mens in 
(1) substituirt geben 


d\w-a—d-+ele—a—d) = 0 





oder entwickelt 


ww—l@tb+ctd+Jutlab+bctedtdeten) = 0 


Handbuch der Shlfehr 


Seite m. 











Auflösung einer geometrischen Aufgabe 
An drei Punkten (1), (2) (3), welche in einer geraden Linie (1) und in be- 
kannten Abständen von einander, A von (1) nach (2). B von (2) nach (3), liegen, 
sind die Winkel D, Y, 7° zwischen zwei andern Punkten (4) (5). deren gegen- 
seitiger Abstand = 2c ebenfalls bekannt ist, gemessen; man verlangt die Lage 
der drei ersteren Punkte gegen die beiden letzteren. Um nichts unbestimmt zu 
lassen, setze ich voraus, dass die drei Winkel alle von (4) nach (8) in einerlei 
Sinn wachsend gemessen sind, dass auf der Linie (I) die Abstände in einem be- 
stimmten Sinne positiv gezählt werden (so dass, wenn man aus ingend welchem 
Grunde nicht den zwischen den beiden andern liegenden Punkt mit (2) bezeich- 
nete, A und B ungleiche Zeichen erhalten würden) und c positiv genommen 
werden soll. 
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Ich wähle zur Abseissen-Linie die Gerade (IT), welche (4),(5) in ihrer Mitte 
(6) unter rechten Winkeln schneidet, und zühle die Abseissen von (6) an positiv. 
auf der Seite von (4),{5), wo der Winkel von (4) nach (5) unter 180° erscheint, 
&. i. auf der rechten, wenn man die Winkel von der Linken nach der Rechten 
wachsen lässt; die Ordinaten mögen in dem Sinne von (6) nach (s) positiv gezählt 
werden. Auf (IT) bezeichne ich die Punkte. deren Abscissen 





e.cotangd . e.cotangd” 





e.cotang — n+b 


sind, mit (1) (2), (9); sie sind die Mittelpunkte der drei Kreise, welche bezie- 
hungsweise durch (t), (2). (9) und zugleich alle durch (4) und (5) gehen. Die 
Halbmesser dieser Kreise sind 


Vettel), > 





Nectam, up = Vlec+a+5)) 





oder wenn man ;{5=r setzt, so werden die beiden andern y{rr—2an-+aal, 
Virr-+20n-+b). Endlich sei () der Durchschnittspunkt von (1) und (IT), 7 
und £ die Abstände der Punkte (2) und (2) von (7), g der Winkel zwischen gleich- 
‚namigen Armen jener Linien, und zwar von {I) nach (IT) in dem gewählten Sinn 
positiv gemessen. Es ist also die Abseisse von (1) = —t, und folglich sind 
die Coordinaten der drei Beobachtungsplätze 








Wen... nt TA, (DA)sing 
0) Un—t+ T.oosg. T.sing 
Wer... n—tHTHB) cp, (T+B)sing 
Die drei unbekannten Grössen &. T,g werden aber aus fülgenden Glei- 
hungen zu bestimmen sein, wenn zur Abkürzung & für cos? geschrieben ist: 
U+TT-aTs=ın 2222...) 
at T- AP 2t-a(T— Az = rr—2an+aa 
HU HTHBP HOT H BE Ser + 2onHb 











Anstatt der beiden letzteren gebrauche ich die folgenden, die aus ihrer Subtraction 
von der ersten hervorgehen 





2at+2AT—2an—AA 
2bt+2BT—20n+ BB 


2At+2aT-2ad)r [6] 
2BtH2bT+2bBje a 
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aus —+5[2]+4a[] und 4B[2)—4Af3] folgt, wenn man zur Abkürzung 








aB-A=N, ablA+B)=f, HABAHB)-Hn=g 
ABG+)=F, taBB+4AA=G 
‚schreibt 
AT+G=NHSE Mg=T-F)e oder At Te) =9—Fe 
und folglich 
« 5a 
i 0. 





Die Gleichung [1] in der Form (*— Ta’ + TTı-xa) = rr gibt 
Berg-Fr-nMer) 222.2. 
Substituirt man darin den Werth von AZ aus [8], so erhält man die eubische 
Gleichung 
SSFP-YSH+ 2/9 + FF+2EG +Mrmar 
HRSCH2IFH2g Ga Hrrg9-00= 0... M, 
‚Nachdem dadurch x bestimmt ist, findet man die Coordinaten des Punk- 


tes (2) aus obigen Ausdrücken, die, wenn man darin für (—Tr und T die 
vorhin gegebenen Werthe substituirt, folgende Gestalt annehmen 





nie, 








und die beiden anderen Punkte (1) und (9), indem man zu diesen Werthen 
—4z, -AYlı—aa) und +Br, +BY(i—22) bezichungsweise hinzufügt. 

Da jedem Cosinus zwei Werthe des Winkels angehören, oder was dasselbe 
ist, da die Radical-Grösse (1-2) sowol positiv wie negativ genommen wer- 
den kann, so gibt jede zultssige Wurzel der Gleichung zwei Auflösungen; nem- 
lich zwei gegen die Linie (II) symmetrische Lagen der Punkte {1}, (2) (3). was 
auch schon für sich klar ist. Für den Fall, dass +1 oder —ı eine Wurzel 
der Gleichung [7] wird, ist übrigens die obige Formel für die Ordinate nicht 
brauchbar, weil dann Zähler und Nenner null werden, und man muss anstatt 

m. 0 
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derselben folgende anwenden nach [6} 
vier Ei} 

Wir haben also auch hier zu einer Wurzel zwei Auflösungen, nemlich durch 
io symmetrischen Lagen der Punkte (1), (2) (3) von (II) auf enigegengesotzten 
Seiten gleich weit abstehend; für = -F1 ist der Sinn der positisen Richtung 
in (I) derselbe wie in (IT), für x 1 verkehrt. Nur der einzige Fall, wo 
ohne Rücksicht auf das Zeichen Ar =g—F (für = +1) oder =g+F 
(für »=—1) ist, muss ausgenommen werden, indem dann beide symmeirische 
Lagen von (I) in Eine, nemlich mit der Linie (II) selbst, zusammenfallen. 

Auszuschliessen sind offenbar von den Wurzeln der Gleichung [7] nicht 
los die imnginkren, sondern auch di ausserhalb der Grenzen —1 und +1 
liegenden reellen, und die Wurzel +1 oder —ı selbst, wonn Ar ohne Rück- 
sicht nuf das Zeichen beziehungsweise kleiner ist la 9A oder HF. Es 
Iässt sich abrigens beweisen, dass allemal, wenigetens eine der drei Wurzeln in 
die Kategorie der auszuschliessenden gehört, und also überhaupt niemals mehr 
als vier verschiedene Auflösungen durch reelle Coordinaten statt haben können. 
Genau genommen, bildet zwar ein ganz singulärer Fall in so fern eine Ausnahme, 
des ersteren Satzen, als dabei keine Wurzel ausgeschlossen wird. Der singulitre 

-Fall ist memlich der schon oben erwähnte, wo für = +1 die Orlimte = 0 
wird, und wo (wie sich leicht beweisen lässt) dio botreffende Wurzol zweimal it, 
d.i. wo das Glied linkerseits des Gleichheitszeichens in der Gleichung (7) den 
Factor ("Ft enthält; die Gleichung hat dann also nur zwei ungleiche Wur- 
zeln, von denen die zweite allerdings auch eine zulässige sein kann. DerSchluss- 
folge selbst thut demnach dieser Ausnahmefall keinen Eintrag. 

Endlich muss noch bemerkt werden, dass auch unter den Auflösungen in 
reeilen Zahlen physisch unzulfssige sein können. Es ist nemlich nicht der ganze 
Kreis, welcher aus dem Mittelpunkte (1) durch (1) und (5) beschrieben ist, 
der geometrische Ort des Panktes (1), sondern nur der auf der poitiren Seite 
von (), () liegende Bogen, wenn 3 unter 180°, und der auf dor negativen Seite 
liegende, wenn $ überstumpf ist; daselbe gilt von don beiden anderen Kreisen. 
Diese physische Bedingung ist aber in unserer Auflösung noch nicht berücksi 
tigt. Unter den verschiedenen, in reilen Zahlen gefundenen Auflösungen 
also nur diejenigen zulässig, wo dio für die Abseissen der drei Punkte (1). (2). (9) 
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ergebenden Werthe alle dieselben Zeichen haben, wie respective die Sinus 
von 9,9, 

Mit Stillschweigen darf ich auch nicht übergehen. dass die gegebene all- 
‚gemeine Auflösung der Aufgabe in singulären Fällen entweder ihre Anwendbar- 
keit ganz verliert, oder doch einiger Modificntion bedarf, beschränke mich hier 
über nur auf eine Andeutung der erheblichsten Punkte: 











1. Ist einer der beobachteten Winkel gleich = 0 oder = 180°, so ist 
vortheilhaft, den betreffenden Beobachtungsplatz, auch wenn er zwischen den 
beiden andern liegen sollte, als (1) oder (t) anzunehmen. Wählet man dus 
Letztere, so bleiben alle Theile der allgemeinen Auflösung gültig, indem man nur 
b als unendlich gross betrachtet, und als Zeichen in den Rechnungen beibehält, 
welches hernach in allen Resultaten aber von selbst wegfällt. An mehr als Ei- 
nem Punkte darf aber offenbar der Winkel nicht 0 oder 180° sein, weil dies 
nur stattfindet, wenn alle drei in der Linie (4), (5) liegen, wo die Aufgabe un- 
bestimmt wäre. 


I. Sind unter den beobachteten Winkeln zwei gleiche, so fallen von 
den Punkten (1%), (2). (3°) zwei zusammen, oder eine der Grössen a, b, a--5 
wird = 0, daher auch fF= 0; in diesem Falle geht demnach die eubische 
Gleichung in eine quadratische über. Übrigens sicht man leicht, dass das Ver- 
schwinden des ersten Cotffeienten der cubischen Gleichung nur in dem Falle der 
Gleichheit zweier Winkel eintritt. 








TIL. Die gegebene Auflösung ist nicht anzuwenden, wenn die Grössen 
4, B den a,b proportional sind. also A= 0 wird. In diesom Falle ist die 
enbische Gleichung mit Unrecht herangezogen und enthfilt ein der Sache fremde 
Wurzel, die richtige aber zweimal. Es ist nemlich klar , dass dann die beiden 
Combinationen, durch welche aus [2] und [9]. die Gleichungen [4] und [5] ab- 
geleitet wurden, nichf verschieden sind; diese Gleichungen werden daher iden- 
tisch, und jede für sich gibt 4= #. Offenbar muss dann aber eine der 
beiden Gleichungen [2]. (9] noch ferner gebraucht werden, aus deren Combins- 
ion mit [1] sich leicht ergibt: ee=(—n)Y{ı—zz). Es erhellt daraus, dass 
ie Linie (I) entweder durch den Punkt (4) oder durch (5) geht, und es gibt 

s0° 
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in der That für den in Rede stehenden singuliren Fall immer vier Auflösungen, 
indem man entweder durch (4) oder durch {s) eine der beiden geraden Linien 
legt, deren Winkel mit der Abseissen-Linie die Grösse {= # zum Cosinus 
hat. Die Realität dieser Auflösungen hängt davon ab, dass diese Grösse nicht 
grösser als 1 ist, für welchen Werth selbst die vier Auflösungen sich auf zwei 
redueiren. 
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kommenden ganzen und halben Darchmenter der AböihungeOylinder . +3,58 T. 

Lange due Elanungange non oa e nenn. FIRE: 
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I. Medutin af die Obeäche den Mester 0 4 eo oo ts 
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mi den dert gesammelten Eilone verglichen zu werden. Bei dieser Gelsgenheit wurde mun much die 

Stange fü sc" erhalten, und wenn man den von Srarva (Siehe “Are du miridien 
mer glacale'pag. sı) angegebenen Wer der Audehnungrosfleienten berechne, 
Coretln sub gı —oaasın satt — up, 
























ann era man für 





‚Mi diver Berichtigung, weiche auch son Profsmor Periss adoprt wird, Ander m 
“ 


1 Druaker Bari; 





= aornası Teen, 
und derer Wer muss alı der defmiie betrachtet werden. Ich füge nun hinzu, da die Angabe di: 
N Tenen auf dor Vergleichung mit der Pulkowaer For beruhes da die aber mit der Hermmichen 

init, kann die Länge such füglich alu in Bester 








Tee Dis auf eine verschindende Rlsnigkeit überein 

schen Tasen augeirückt angechen werden. 
Okiges somlinaten- Verzichin ergit für die Lange der Hals 57: 
inheten oder lass Titan bi einem Erämerdian von 260% s7coa46 Tan. 
üngen uyo Apr yo. "Um Ihr Verruuon zu S 


der dort angerandien 








Facano Scnumm. Garen an Serowucnen; um 
echnung a vergrimern, bemerke ich, dan er die awel Haupelomente der Rrädimenionen vera Ua: 
eine Bat, = = Das Hntas (V) Dt mie von bands might und Ze won meinen 
es Walttaeln rum Grunde Ing, nemlch Abplateng „.,: TEMEME zart, 

satz. Leber einen Fehler in der Derechnung der Fansösschln Gradmtssung und seinen Eis 
du auf de Bescmmung der Figur der Erde Astronomische Nachrichten Mr. a98 Hand ız. Ste 
Th December. "Mitlro Gruß der Meridian = spot Teien, halbe gone Aue a = sun 
Tine, halle Meine Aue b = zaınzyan Teen, arb m aopısahtaphag 

"be der Anwendung der in obigen Vereichnisen angegebenen Coordinaten hat man dire abe 
Vorkufg, che di Bus und die Verlindungirescke bis Handerg — Holendorn von Neue gemenen ind, 
mi folgendem Corrsionfitr zu maltplliren: 

















448 BENERKUNGEN. 





gielett _ nunflog = — 0000136) für die Dshlänge nach Pereas und für di von Gut 
Baer beskmmung! wie oben angegebenen Erdäineauionen, 


00017) für di Busslänge nach Perias und Anoaae un für die von Gates In 
der "Deeitenbenimmung’ wis oben angegebenen Erddimenionen, 


un(log = css 8) für die Dalänge nach Paraas und 
für Waters Bid dimendonen, 


Ei = nunog = —ocweik6) für ie Dahlänge sch Perens and Arısar und 
an Fur Wasnsere Erddimensonen, 


in dr Dreier 











nam(log = —0cony6) für die Baslinge nach Peremn und 
für Senmor's IV. Erdäimenionen, 


est. STE — yamllog = —oooschh) für dis Dasloze nach Perens 
st "rs far Senior’ IV. Brddine 














rel 2 _ zum fop = = et Kr die Dat 


Beasası "ran für Disunca Ertlimensionen, 








unse „gen 
aus ran 








Die von Some ‚berechneten Erddimonsionen seen die Längenangabe von 
Scunacnza über dewen Urnacker Dat vo Tmoue Derechnung der vn ihnen in Betracht ge. 
jenen Orsdmewsungen würde bei dieser Vericligten Dasilänge ots abweichende Zahlen far di Eil- 
dimengonen ergeben, dis aber durch die Nald su erwartende Deendigung mehrer neuen Gradmessungen 
much in kurse Zeit darch Dewere Deximungen erweist werden müsen. 

I er im Abdruck wun den Partal-Verzeichaieen noch berondarı aufgenommenen Coorinaten, 
ind entweder Anelben wie in Gene Veruichnles oder been auf weniger genauen Destimmnagen, 
können aber sur Erläuterung der nacfgenden "Abrne’ dienen. Ta Cacas Nachlass befinden sich von 
den Tarkal-Vereichsissen nur Nro. ı bis ın. Eine neue Vergleichung ergab mir die Drichtigengen: 














im General Verasichnin seht: 6699 —tatns Lauenberge 
ii Parel-Verzeihnle (} sicht: —attın9 Hinstns Lauenberge 
syonanı Aatıyıats Norden Thärmehen auf hoher Kirche. Ne. 
Tags + utskoger Langeoog F Pacıs Haus Olicher Olebeltach. Nr. 
Zur Leichtern Wiedererkennung der in dem Coondlnten-Verzichiss angegebenen Punkte kazn man. 
(ie auf diese Vernewung gegründete Parsssche Karte vom Königreich Haunover' mil Vorteil benutzen, 
Die Obenehriten + sich und + wenlich habe ich, um den Rechter ein Minrestehen der 
Zeichen sicherer vermeiden zu nen, hinzgofit 
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{BERICHT ÜBER DIE RESULTATE DER TRIGONOMETRISCHEN 
MESSUNGEN] 





Von den Rechnungen, durk die der Übergang von dem zoben Messunge-Materil [in den Joa 
ale, welche 35 Hefte Inder Beinschrift len] zu den Endresllten [m Coordinnfen-Vereihnian] 
macht ii, habe ich nur einen dem Umfange nach sch kleinen Theil unter meie jetzigen Vorlagen au 
Sehen können. 

a der Tint, wean cu möglich wire, ale je Rachnungen in enteneo roltändig wieder auf 
tele, »0 möchten wiche leicht vier oder sechumal so iele Binde füllen {al jtt die Journale bilden) 
Allein heile der Umstand, das der grösere Theil der Dell jeer Rechnungen gar nicht auflemahrt 
int, teil din Form, in der sich die nach immer sche yolumindsen Kueikel der auflemahrien Papiere 
befanden, haben zur Folge, dass eine vollständige und geoninste Wiederbeselung aller Rechnungen 
Fast Jamelbe bedeuten würde, mochunalige Wioderoleng meiner uncen Arbeit, Ich hale mich 
demnach auf dis geordnete Estrhirung dejonigen Tail der Zwischenrechnungen heschränkt, der a 
der prignanteste und nötlichste betrachtet werden mus, nenlich nuf die taellrische Zusammentel- 
Hung aller an den verchisdenen Beolachtungmlätzen fetgelgten und erintirten Richtangewinkel, wo- 
bei eine Parallele mit dem Götinger Meridian den Nullpunkt oder Augungopenkt bildet. Diese tal. 
riechen Damtellungen sind unter der Benennung ron Arsen ) i ech Heften zunemengeordat, we. 
bei ich von dem Profemor Getosnseee mehrluche Deikölfo erhalten habe, welcher zugleich die Di 
chriten gröethele elbet gemacht hat, — — — 

Zr Entcholdiyung der e sch vrräteten Bcnligung es Geschäl mus ich noch bemerken, 
dns die Verspätung hauptsächlich daber entstanden ist, das zur Hledisung dor sowohl bei den Ab 
rien ala noch mehr bei der Anfertigung der Abs auftomenden sableichen Zweiel nicht alten 
er langwierige Nachrıchungen gemacht werden munten. — — — 

Sowie Zeit, Gesundheit und Kräfte es veatten, werden meinen bein este muf die godkti-, 
eben Probleme bezäglichen Abhandlungen noch ein Paar andere den pecillen Gegenständen nech ni. 
Ber trtend nachflgen. 

Götingen den 15. März a8 
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9) Die genan Ausb wird etwas &ber Mafehalbhiundert betragen, 
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= —— Über Grndmessungen überkaapt, und in wie fa si einen dar Iterosmntestn Gegon- 
‚de dee menschlichen Wincna begründen, darf ih in einem Schreiben an Em. — — nich pen. 
Allein di growen Vorlhile und neuen Aufblärungen noch dunkler Punk, welche von der Verrieläl- 
Vigung aslcher Operationen zu erwarten end, beruhen doch zit auf der Delingung, dass diem »o viel 
als möglich in Oroue gehen. Tairte Gradnteungen In Europa, die nur eisen Keinen Unfang un- 
Tassen, Könnten joe, nach den gromen Arkeiten in Frankreich und Raglnd, aur einen ach untergeenl- 
en Werth halenı wgögen noch eise qier ein Paar andere Ahliche Meurngen in Barapa, ven einer 

Veleutenden Aunlehaueg, geris für dio Kenatis der Gestalt der Erle ungemein wichtig sin würden. 

in Diick auf die Karte von Europ, unl auf den Calturutand der verschiedenen Nationen, neigt 
(dam ausser der gren Lie von den Dalkarische bin zn den Orkneys Inlo, nor noch in zwei Rich“ 
tungen Ahnliche Operaionen auführhar sin werden +) im Homirchen Reiche und ») durch die Jtiche 
Halbinsel und ganz Deutschland bis zum Mittllidischen Moers. Zur Aulhrung eiser Mon in er- 
term Reiche scheinen, mir ropskommenen Nachrieten zuelge, einige Ansichten zu ein. Allen für 
die andern it mehr ala Auichl: de esta Haupachit it bereits wirklich geschehen 
Konige von Disemark beföhle Gralmesung, von der Norlaplze Jülands bis Laut 
Aeit mei Jahren ji Gange; das diselbe gan so wird ausgeführt werden, wie oder 
(der Winenschaton end Künıto möglich und nothwendig macht, dafte birgt die Gmchekichkeit und 
Einsicht des Aischen Astrenemen, dio Vorteflichkeit sinor Iutrument, und dio Libraiät, wet 
der Kinig von Dinemack alle, was sur Vollkommenhei der Mesung solkwendig oder winschenmwerth” 
imfunden wid, genehmigt 

Die dialehe Grudmemung soll, auner dem erwihnten Meridianbogen, auch noch die Messung des 
gene eins Parlllkrise von der Westküste Jllnds bis Koppenkagen umfassen. Natrlch kann 
"er mar von dem ertern Theile des Plan din Redo win. Jener Bogen umfatfüsich schen 4} Grad, 
u di Mewang it daher, chen helit Vetractat, von eier rorpeeabela Ausdehnung. Allen ohne 
Vergleich wichtiger echeint dieselbe, wenn sie ala der Anfang Janer growsen Meng erachtet wid, 
(die einer Auslshnung bis zur Inel Ehe, ao bis auf 36°, fh it. Das, früh oder wät, die Ope- 
-Ttion in einer solchen Aunlshneng einmal werde angeführt werden, it wohl mehr al eine chiärlche 
Hofaung, bevonder da in einigen daswischen Hegenden Ländern, namentlich in Tiringen und Bayarn, 
reits manche Vorarbeiten wirklich geschehen sind. Die Fortelsung der dänischen Memsung dorch das 
Königreich Hannover It aber die esta und wernllichto Dedlagung zur dereistigen Mellrung jenes 
Planer. Durch diese Fortsetzung aleln würde der Bogen schon um > rad vergröser worden. Würle 
‚day auch noch die Gethaischn Sternwarte durch ein Dreiecke mit der Gtigischen in Verbindung. 
jgracht, war auch in mancher andern Rücksicht schr wünschenswert und leicht ausführbar sin würde, 

ro Judurch schon ein Dogen von 7 Orden rnit 
Nor kurz brauche fh zu Merühren, dam die Meinung eines Merkianbngens von Hamburg bi 
Gatingen auch noch in andern Beziehungen, als der reinwiensehulichen, ven grower Wichtigkeit 
‚ein würde, Das za diem Zweck geführte Driscknets würde, wenn Ober kurs aler lang eine den 
heutigen Forderungen entsprechende Vermeuneg des ganzen Königreich Ianzover bechloen werden 
elle, die sicherste Grundlage abgeben, um die weiters Tringulatioen (lich und motich an das 
weite enzwchliomen. Und fall zu einer vlcben Generalremesung nahe Auict sein sollte, Ante 
durch die Gradmesung noch der Nebenzweck erreicht werden, Jasn dis mit zur Vorbereitung tal 
(er Porsnen für jener Geschäft benutst werden Knnte- 
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He habe noch hinrarufgen, dna ich über dien Gegenstand bereits vor einem Jahre Sr. —— — 
sin aufühliche Memaire vorglagt hab, und da der, die Wichtigkeit der Fartetsung der din 
Aeben Momongen sicht verkonnend, wenigeens art die Moglichkeit deren scberte, indem er mir 
den Befehl erelte, Lüneburg an din zum Theil in vergänglichen Sigalpuäkten besteenden utälich 

Punkte jener Mewunig nzuchlieen. Dies it im vorigen Herb geicheben, und dadurch die künftige 


Vortetzung von dem Untergang der preciren Paukta unabhängig gemacht, 
Wenn Er. — — diesen lien Iren Beifall schenken, und sie würdig halten, fr ihre Baal 
rung su wirken, mum ich ach die Basbuichlägung eier möglichst vollkommenen und neben jeder 
Andern’ehreavol bestehenden Auıfhrung verausstzen, und In dieser Tinicht würde ich mich der Au 
hbrung, wenn sie mir anvertrauet würde, mil Vergnügen unlezichen, und eine vielleicht ing aln 
Einen Sommer dauernde Unterbrechung meiner rei astronmischen Arbeiten Tr kein Opfer halten, 
War den rur Verlängerung der dinischen Gradmessung durch das Königreich Hannever erfrder- 
Tichen Kostenanfand betrfl, eo it 6 wegen miner Allagigkeit von mnncherei nicht vorbeeruhen- 
den Umständen feilich unmöglich, denelben mit einiger Genauigkeit im Voruas anrageben. So-hat 
ie Witterung auf di Zeitdauer, und dadarch auf die Kosten einen wewnlichen Eiaham. Ich winste 
nicht, dene von irgend einer Oruimossung die Kosten Afenlich bekannt gemacht wären, vol wenn ich 
eich von dem Disrchen Astronomen über dis bergen Kosten seiner Grdmeaung Mitteilung erhal 
ten kounte, w würden sich dech darane die Kosten Ahnlier Operationen im Königreich Hannorer, we- 
(gen da gruen Verschiedenheit der Localrrhältniue, wer sche uicher schätzen Aunca. 80 werden =D. 
in Haznöverchen die Katen für Fahren Behuf Tranports der Peronen und Intrumente einen sehr 
Vdentenden Theil der Gesummtkosten austragen, da jene im Dinichen, wo die Fuhren ex ofleo in 
antora goeiset werden, ft gam mus der Rechnung wogfullen. Doch gabe ich, nos wohl erwogen. 












































ame die Serume von 130» Diend Btecling zur Detritung aller Kosten hinechen wärdo, und vertebt 
ich von sat, das darüber demnächst Rechnung abgelagt werden würde, 
"Der Profswor Scacwacuen hat dei seiner Orudmownung nase ein Paar Aranuensen, zwei Ofeiere 





yon Captain Rang za Gehllfen, deren Geschäft er ist, die Gegend vorher zu bersisen, sehickliche 
Punkte Fir Dreickmationen ansrumchen, um sie, nach vorläußg daselbst gemachten Meungen dom 
Prof. & zur Auswahl vorzuschlagen, hernach auf den nungewählten Panklen die Erichtung von Signs« 
Ten, wo es nötkig it, und audero aöhige Vorkehrungen zu Vazeiben, mt einem Wort, ala Vorberei, 
tungen zu machen, das der Astranon überall ohne vielen Zatrerlit sum Beobachten schreiten kann; 
endlich da, wo © Hüthig It, bi den Beobachtungen die Nebenoperntioen zu übernehmen. Die erfr- 
Aurichen Eigenschaften fr slcho Gehülfen sind daher, nicht sowehl buaner fa mathomatiche oder 
tronemiche Kinsichen, ala ylmchr ragr Eier ir die Sache, die gröuste Plnkilichkeit ud Sin 
Für di grümte Genauigkeit, eine gewiss praktische Antelligkit, einige Kenntnie vom Bauwesen, c- 
ige Dekantscbft mit dem Oeschftspange in unserm Lande bei denjenigen Behörden, mit welchen in 
Aelchen Angelegebeiten Berührungen vorkammen. Kin grüeren Demasnl alı hi der Dünschen Orad- 
meusung würde auch Di der Hannörerchen nicht nötig win, und je würde mir wogsich, aobl eine 
Resolution gefült irt, angelngen sein Iamen, tasgliche Gehllfe velbat aunuruchen. Natürlich würde = 
aber von Ew. — — Ermenen abhängen, ob vielleicht ratbıam erachtet würde, in dar een erwähnten 
Derichung noch mehrere Persen ala Volotais den Mengen beiwohnen zu len, um sich zu fe 
nern geodktichen Arbeiten vorzubereiten 
Oittingen den zu Mai u. 
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Durch sin Scheiben des Profewors Scnemacntn bin ich Venaehrichtigt, dus der Dänische Ge- 
Imadte in London Graf Borasr, bei Geiegehelt von de erstern Aufenthalt daelbst, mit dern Grafen 
Menıran über den Nutzen der Foritzung der Dinichen Gradmewung derch das Königreich Hannover 
geprochen, ud das lttser verlangt hab, du ich über diesen Gogenstand nu ihn schreiben nchte. 
WWeun ich diese Anzeige wie een Defch Abo betrachten müuen, so vorpfichet mich das warme In 
ron, welches Bw. —> — an dieser wiensehalichen Angelegenheit genermen, und bereit km vor 
(en Jahre, durch die die Möglichkeit einer solchen Fortsetzung ichernden Maasıregen bthtigt haben, 
Em. sefar von diesem Unstande zu benachrichtige, und bürgt mir für die gätige Aufnahme mei. 
cr Bio, die Sache nach Moglichketein Londen eu unterstützen. Ich darf mich um aa weniger sche 
ice Dite zu ihun, da ieh dabei Mon aus riner Liebe zur Wisenschaft banle, und ohne diene und 
me die 1elafte Überzeugung von der hohen Wichtigkeit einer chen Operlin, nah mir ini 
Auelln Neigung, ee Lüngere Entfernung von den rin astronomischen Arbeiten ehr als ein Opfer b- 
Irchten würde. Auch der ehrwürdige Sir Josern Dame bat, wie mir Profesor Serecnen schreit, 
ie Mdce der weiter Foretzung dieser Gradmemnng auf dem Continent, mit grower Wäre ergrifn, 

‚nd ale Mitwirkung versprochen 
Der Professor Sencuacnen wird Lei seiner Durchrese durch Hansorer Em. — — salat gesgtka- 
en, das der Zweck siner Nee nach Eaglan die Empfanguahie des berühunen gramen Zenithiectes 
war, welcher bei der englischen Grndieung gebraucht it, und ihm für alno astronomischen Bacb- 
Aeitengen gelitten wird. Er wird soglich nach seiner Zerickkunft, diese Bechuchtungen am südlichen 
Endpukte seiner Messungen in Lauenburg unfungen. Bei der Aunlcht zu einer Roruetzung der Di 
chen Gradmewung dureh das Konigreich Haunorer würde es one Zweifel in vilfacher Hisicht für beile 
Grndmersungen ulır wünschenswert sin, wenn ich dee Bestachtungen wit ihm gemeisschaflich machte 
Ohne dies Verlahgung It der Fal Jicht denklar, das in Zikunft diem oder jero Dierdansen oder 
weil eintreten Können, di eich dann ner schwer wäre aufklären Ian, und duoen durch delle 
vorgebeugt werden wände. &o sid je gerule über die nerenenischen Beobachtungen, weiche am nord“ 
Hichen Kndpuikte der TraaiischenGradunesung in Dünkirchen ungetelt warn, epkterkin Dedenki 
heiten entstanden, deronwegen © nöthig gefunden wurde, das im vorigen Herbt mit dem geiachten 
Zenithaeter nooo Baobachtungen durch engliche nnd frnatsische Commissrien geminschafich, ange 
te warden; wed wie ich höre, all eben dies Zunthnetor, bald fin Profewor Sorveucnen wirder 
abgegeben habea wirl, zu einer nochnnligen Wiolerholung er Bosbachtungen auf den Balearchen 
Insin, Jahn eingechit werden. Nur durch eigacs Deolachten an diesen Imlrumente, und durch 
© Yergeichumg mit den Eruhrungen, die ih an dem Iertouschen Merdiaukreise gemacht habe, und” 
och mehr mit denen, welche ich mit den Rescnertacnchen Kreise in Zukunft machen werde, würde ich 
fi Stande sein, zu bearteilen, ob eine Künfige Zusicheng eben jener Zeithsetom für do Beobach 
Yüngen Im Königreich Haunorer mülhig oder vorzglich wünschenswert sin wird. Und albt den Fall 
angenommen, das die Forbetzung der Orulmesrung nicht zur Ausfhrung kame, würden die von mir 
an dem Zeithsetr, eine in seiner Art einigen Istruncate, genuchten Erfahrungen für meine küa-, 
tigen Meohachtungen an den Merlian-Intrumenten der hiigen Sternwarte nicht ohne weientichen 
Salzen ven. Al einen Dewei, win wichtig die Bachucktungen in Lauenburg gachtt werden, darf ich 
ach aufihren, de der Doctor Ouasas mir von winer Abit geichricben hat, nach Lasenburg kam: 
men zu wollen, um das lntrunset kennen zu leraen und den Beslachtungen Veizuwebten. 
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eh gebe Bw. -- — untertnige anheim, die Gründe mu prüfen und daräber 
und füge nur noch hinea, dus feich dire Abmernheit wich in Desichung auf ie zwei Oleg 
ich in diesem Sammer zu halten habe, mich olran engen würde, das ich jelch bei der kleinen An 
m der Zuhörer mi dieen ein Arrangement rffan könnte, die nuftienden Stunden eis vorker teils 
nachher einrubringen. Und um die Zeit der Abwesenheit nach Möglichkeit zu beschränken, würde ch 
‚it dern Pot, Seemann (welcbn ich jeden Tag hier urickerware) vorläufig sändliche Auede neh 
‚man, damit er in Laueebung vrber alle Vorbereitungen teen und die Bolnchtungen unnlttelbar nach 
Ameiner Ankunft itren Anfang chen können. Da in user Juhrerzit das Wetter den Beobachtungen 
nicht ungtratig zu sein pet, +0 wäre zu erwarten, das die Zit meiner Abwesenheit nicht länger zu 
ein brauchte, ala etwa die Naderiien. welche manche meiner College nm dimlbe Zeit wehl much 

Th heantz diem Gelsgerkeit, um Ew. — — noch aummeigen, das ich von dem Mochanikus 
Rener vorferigte Maschine zur Umlagung des Reicnssmcnschen Miltageferaichts nunmehr in diesen Tu 
gen angeschlagen wird, und dns dann sfart uch an diesen Instrumente die regelmäaigen Bebach- 
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geichen. Allein gegennärig machen die neacerstrerten Meridiunkreie, nam 
Shen, jene Instrumente gewisermasen entbehrlich. Wenigstens listet, nach meinen Lherigen Frah- 
ungen der hiesige seit Fobruar dd Am Gebrauch Defindliche Meridiaukreis aller wus ein Zeitiueeor 
Tsiten könnte, ebene vollkommen. Es könnte daher überiidg scheinen, bei der Grnätuemung noch 
aueinenZenithsetorzudenken, wenn nicht felgende zwei wichtige Umstände noch zu berücksichtigen wäre 
3) Der Meriiunkren erfordert ei sehr ide Aufstellung, die Ihm nur auf einer eigentlichen 
Sternwarte gegeben werten kaas, und It überhaupt als ein Ar, nicht ala ein transpatables Ist 
ent zu betrchten. Obgleich nun aber die wichzun Usobachtungen, wor ein Zaithectr oler der 
Meridiankreis in Basıg auf dio Gradmearung verwandt werden, die auf der hiesigen Sternwarte azu- 
elenden sin werles, die in stern al allicher Eadpunkt betrachtet werden zum, und obgleich dien 
Beitige Ueohuchlungen der Art am zorilichen Bade deswegen überätnig sind, oder scheinen können, 
weil dar scbon die Dinlieher Seit in Lauenburg gemachten dienen können, 1» konnte sich doch beim 
Verf der Arbeit die Nothwendigkeit zeigen, vod auf alle Pille wird on wianschaflich intereamt 
ein, das Ahnliche Beobachtungen anf einam Zwichenpunkte des Königreichs Hannover, a. D. in Calle 
(Sl Hannover, angestellt wurden, was wer zit Hl eine tranaporabela Zesiietors gechehen Bünnte, 
3) Da der Öebrauch, der bi einer Oradmemung von den hier in Rede stehenden Beobachtungen 
gemacht wirt, gun auf der Vorgichung der an den verschiedenen Hauptpunkten gemachten Deohuch- 
tungen unter vinamder beat, und ao demnächst di Götiger und vilsicht Celle oder andere di 
eitige Beobachtungen wit denen, die Dicicher Sie in Lauenburg, Lysnbbs! (of der Il Al) und 
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Bkagen angerelt sind, werden verglichen werden müren, so kant en dem Zatrune, welchen die Re- 
satte für sich frdernsllen, nachtheilich warden, wenn jene Beobachtungen nicht bs mit verschie. 
gen, sondern soger mit gens verhisleartigen Intrumenten gewonnen wären. Am besten wird ou 
(ler sin, wenn die icigen Beobachtungen nicht Li am Meridinkreise, sondere Obenliem noch am 
Zeaittwelor, ual zwar an dem nämlicen Zeuiiselor, wernit an allen andera Orten. oserrit wurde, 
Angeait werden. 

(Der Zeitbecter womit die Dinlschen Bestimwengen in Laneoburg, Iymbbel vn Skagen, auch 
in Hopenbagen, in den Jahren 1) und ut gemacht sind, it eben deslbe, weni be der englichen. 
Grudsiemang im Jahre ı82 vor vers General Moose beshnchte ist. Mit eben dem Intramenle wurde 
im Jahre 18 gemeinchaflich von englischen und funusischen Gelehrten In Dünkirchen ala dem nord- 
Hicsten Kndpankt der (unzdichen Gradmessung eine Reihe von Beolachlungen gemacht, und nachher 
ualbe ver engl. Gourernement u der Dinlichen Öradmemsung auf + Jahre gelichen. Alle diese Um- 
Wände machen es um 1 wünschensmerther, dam die Intrumtat auch bei der Iannorerschen Grad- 
Twemung gebraucht werde, und ex wird dabei besondere wichtig und lcheich sin, dawelbe mit dem 
hirigen Reichenbaehchen Meritinkreise vernites gleichzeiiger und in Einem Orl gemachten Deo 
nchtungen ma vergleichen 

"Ei nicht zu awefn, da für die Ilnnooveriche Gradmessung dieser Instrument wit deeiben 
Deritwiligkeit werde hengelichen werden, wie für die Dinsche, — — — Ich füge much falgende Um 
iind bei. Dieser von Ranaron verfertigte Zenitbctr gehört dem Baur of Oannen, und seht in 
Jetzter Instanz unter der Herang vor Weuuinoron, mittllar ale, nach dem vor Kuren erfolgten Tode 
des General Moser, unter dem Obeslicntenaat Cnuer. 

(Asr rostehender Darstellung geht hrror, dam die Zeit der Anfangs der grönern zur Grämer- 
ig gehörigen Opertionen, die Denpndere Vorkehrungen erfordern, in diesem Angenbick sich noch 
nich bestimmt angelca Amt. Auf alle Plle aber wird in Lauf der gepeuwätigen Jhre nicht wei 
Her gerchehen köaten, al ein Theil der stronerchen Beolachlungen auf hesiger Sternwarte (womit 
ich much bereits einen Anfang gemacht habe) und höchstens einige Vorarbeiten in hiesiger Umgegund 

Gotingen den sr. Augut zn. 






































CP. Gare. 


FM. BETREFFEND DIE GROENWART DES MOFI. GAUSS, BEI EINEM TABL DER 
OPERATION DER DÄNISCHEN 





GRADNESSUNG. 


Über die indem König. Dinishen Gebiete angeordnet we dem Dinischen Astronomen Seat: 
as übertragene Gradieeang, ihren Zmck, die Vereile, di man fr die Wimenschaften davon 
Srwarten berechtigt, #0 wie er dio dabei ungeandten Hülfniel hab Sch echo früher die Eure 
Inehabt, Hm. — — einen untertkänigten Bericht abuutatten. Ea gereicht mir um +0 mehr zamı Ver- 
etgen, dass oben jetat ein anderer Asronam, der Doctor Otaras. der auch im vorigen Jahre von den 
Operationen in Lauenburg Augenzeuge gorena, In der Zeitschrift Allgemeine Gengräphische Epheneri 
cn (HA. 2 Stück y) mit den meinigen guza überetinmande Ansichten dieser Untorachmung Lekanat 
gemächt Lat, da mein cigues Urkeil aber die Persalichkeit des Disschen Astronomen Innern vi“ 


Heictt hengen scheinen könnt, weil diter früher (v9) min Ttate Ausbildung aufhiesiger Uiremität 
alten hatte, 
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Im bevorstehenden Kemmer wird derulbe zoeıt saf der Norspitae von Jtlanı die astenemischen 
Neobachtungen autelen, und nachher teil in Lavenburg mit neuen Inttrumenten die vorigikhrigen 
Messungen wiederholen und die Arimulhulbestinmangen machen, heile bei Hazibarg eise Urundliie, 
Siige Meilen Lg, mesen. Nor fr een Theil der Operationen in Lauenburg und. die Baslameusung, 
nicht aber für die Operationen auf der Nerdpite von Jüland, wird meine Gegenwart gewünscht, Das 
Diniche Gomvernement, ind eı meine Anwesenheit ei diesen deicaten Operationen gewbnscht haı 
int wir von der Anicht nungen mu win, dass vrenda Berahung bei diesem Iliglich zu De 
en der Wicenschaft unlermemmenen Geschäft, deli sein werde, ws dar Dosen Briefwechsel 
er Natur der Sache nach mar unvollommen oder gar nicht ereicht werden kömon. Zmeiten, da in 
Yskuntt die ganze Gradmenung in extenp In einem eignen Werke der gelshrten Welt Baknnnt gemacht 
erden ml, wird die Anmescheit eier Zeugen bei einigen der wichtigsten Operationen das diene 
ie Autbenkcitätzu verstärken. So warden im Jahre 298 zu dar Butsmeuung bei Par ale damal a 
Frankreich nicht im Kris Qegrifene Stanten von Frankreich eingehden, qunlferte Astronomen abıu- 
‚ehicken, was auch von Dänemurk, der Schweiz, Holland, Spanien and ander Staaten geschah. Die 
heiten öcksichten beziehen «ich sunächrt nur anf die Dinichen Gradmenngen für ic allein gesom- 
ie. Tu der Voraawetrung, das füh oder spt eine weitere Fortsetzung dur das Hannfrenche ne- 
penlnet werden köente, heit eı aber nach besenders wichtig za sen, dass durch einen diemetigen 
Atronomen dus Vertruien gehörig gewürdigt werden könne, welches dijeigen Operationen bwonders 
Tenliegen, un weiche eine sehe Foretzung unmitelbr sch ansclinen müsste 

"Sach diesen Detrachtengen bin jch ar gern beit, der mir shmeicholkaten Aufonderung Folge 
m listen, und werde ich den Dinscken Astronomen erchen, mich von der Zei, wo jene Operation 
wenlen vorgenommen werden, «früh al möglich zu benachrichtigen, damit ih mich bei meinen as 
derweitigen Geschäften danach einrichten könne, Mit den Vorlesungen wird dies wol keine Schwieig- 
Weiten habe, da ech jee Operatinen ent im Spätsommer aufngen werden. Leid wird ca mir rar 

alter Wahrichenlichkeit nach die in ihrer Art einige am 7. ept. eintrefunde grus ringförmige 
Sonsentisterui hier nicht mehr beobachten su können; allein ich werde mich damit berchigen, dam 
heil diclbe Mer doch durch den Pro. Hansısa wird beobachte werden können, His, das dielbe 
auch in Holsteinichen gleichalla ringlörmig erscheinen und es licht thualich in wird, dort gute, 
Senn auch den hiigen nicht ganz glich kommende Hülfmittel rur Beobachtung dien merkwbrtigen 
Phtoomens berbeinuchalen. — — — 

Gelingen den «7. Penn ao 
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N. DETREPPEND DIE HANNOVERSCHE GRADMESSUNG. 





= = — elle Derita In meinem frübern Bericht das für dies Geschäft unentbchrliche 
auseinanergesat. Solange © sopır noch ungeriss war, woher 
konnte matälich mit den Operaionen selbst noch kein Anfıng 
gewacht werden, einige atronenische Vorarbeiten auf sig Blerawarte, wonit ich schen im verigen 
Boummerangelasgen, abgerechnet. Iaswischen habe ich jeae Haupibedärfuhne, namentlich einen geönern 
möglichst wellkemmenen Theodoliben und ein sogeantes Univermlintrument bi dem ersten jeat le 
enden Künstler, von Recassaacn in München, bastelt, welcher nicht wur diese Bestellung angen 
ch die Instrumente rep- Anfang Mai und im Jul d. 3. mu fern verprchen hat 
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le habe {nrwlschen auf mehrere Wegen selche Nachrichten ensuichen geracht, die in mehrla-. 
eher Beriehung für die Hannoversche Orsdissung wichtig sin werden Bo wie die ihre gräwere 
Wichtigkeit dudareh erhält, dm es elnrsits die Portetsung der anrgedehuten Dänirchen Messung it, 
und andreas einer noch vel augelehatern Porotsung much Süden fühig ie, gericht cn mir zur 
Freude, jetzt anführen zu köoncn, dam ein Ledeutender Theil der letzten Operationen die Ather nur 
ale möglich und wünschenswert dargestellt werden konnten, bereits wirklich gemscht it. Das Kal. 
Vreusische Gonrernement nemlich, welches mehrere Hauptprorinzen der preuischen Monarchie vermer- 
sun zu Ion beabsichtigt, und dieser Vernesung, nach den gegenmärlig As allein ruläig anerkann- 
ten Grundsätzen zurördest eine grow Triengulaion sur Grunllsge dien last, hat bereit dijenige 
Teingalaien eirküch auführen Innn, wodurch die preumschen Kheinprorinen nit den älter rerbun- 
ca werde, und diosich dureh das Nawau’sche, Kurbemen, Thüringen u.r.w, br Halle entrecht. Darch 
den K. Pr Genrallintenant vor Mörruro babe ich die Teiangultion vollig mitgeteilt erhal 
Sad mich, nach eier sorgfüliger Prüfung überzeugt, dus se mit grosser Sorgfalt und Genauigkeit au. 
führt it, so da vie den Teiangeationen bei den besten Gradmersungen nicht nur beigeillt werden 
ann, sondern eirige lb nach übertift. Dieen Dreiecke gehen non zum Theil ganz nahe an den 
vülichen Grensen des Könige. Hasnever vore, und wenn daher zcize eiguen küaltigen Mesnagen ge- 
Beck an jene angichlomen werden, waru der Genera-Liet. vor Mevrua mir bereit die nätigten 
euseignements eribeil Hat, «wid die Dinlch-Haunoversche Oradeusung bereits von sit Lin zur 
‚Sternwarte Seebeng bi Gatla und bis zum Insehberge forget sein, 10 wie in &, W. dadurch und 
durch die Dormstädtchen und Prunstischen Mowungen die Verbindung wit den Sternvarlen von Manu- 
im und Paris ericl sin wind. 

Auch über die während der anstehen Occupation in den Jahren ıo—atg durch den frau. 
Obersten Erauar im Kurfrslentuun Hannover nugeführten Mestungen, deren volbländige Mitbeilung 
anf diplomatische Wege ru erhalten, früher vergeblich versucht I, habe ich auf mehrere Wagen 
am Theil diret von dem Dipet de Ja guoro, mehrer wichtige wenn gleich unrlltindige Nachrich« 
an erhalten, und ich babe noch einige Hofkurg, die auomtäcden Dreiscke mitgetheilt zu bekommen. 
Salt in Zukunft emal eine allgemeine Teingulirung des guneea Königreichs Hanzerer Veschlawen 
werden, wons die Gradmessung von Hamburg bis zur alien Grenze der Königreichs die slklene 
Grundlage liefern wird, so würde untreitig der Bst jener Kranurschen Mengen überaus nätzlich 
Werden köenen: yar, war ich daron mitgthilt erhalten habe, ats mich zum wenigsten Inden Stand, 
Auf ine slche ereaclle Benutsung bei der Anerlaung mefzer eigenen Dreicke In Voraus Rücksicht 
zu nehmen, und solche gewimennusen vorzaberiteu. — Unter den Artentäcken, die Erauertche Mer- 

Jg btrefend, die mir zu Händen gekomıen sad, Uefndet sich Abrigens auch cin Bapport des Ober“ 
ion Erumar sit, an den General Bussen gerichtet, woderch ich eilh schon im Voraus mit den 
grssen durch micherli Localatände berendern in Löneburgichen entstehenden Scheiripkeite der 
Triangaltionen bekannt gemorden bin; Schwierigkeiten, die er Frauzhiche Gemlit ebat A "pays 
eragule fr unöberwinlich Sad, und die ich mur unler Keäfiger Unterstötuung des Gonreraemrane 
und der betronten Behörden, zu besiegen holen dal 

Ach wegen manngfltiger anderer Bedlrflse für die berorsleheulen Mengen ha ich im 
Haufe diser Wirte angemesene Vorkehrungen gerofen. Der erwartete gruss Uonnucnche Theo 
ei it (ed defnitir aleschrte Memung der Winkel bextimat. Allin für die Aufrchung de 
Stanipankte, die Tesognieirung der von jelsn sichtbaren Puckte und die vorläußgen Mesangrn is 
ein anderer Thendolith erfnderlch, der JchE zu transporicen, chnel aufutelen und zu handhaben 
in, nicht zu gedenken, dass das Hauptinstrument nach di grönte Schonung erlondert, Zu jenem Zmccke 
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ind die Tacololitben, wie ie der englische Känstler Taovanror verfergt, am boquemter und brauch“ 
Harıten. Der Prof. Serena bat die Oelligkeit gehabt, mir den singen rn dien Dehaf Air den 
inkaufspreis wirder abtreten, indem er his zu der Zeit, wo er ellat wieder in dien Jahre einen 
‚eisen nöthig hat, ein andern auı England zu erhalten hf. — Manche Winkeimesrungen werden 
ich micht gut ande, ala bel Nacht durch Argandıche Lampen mit parabolischen Rarerbere, dis auf 
har grome Weiten sichtbar gemacht werden können, noselen lums. Damit eı in vorkommenden Päl- 
Ivn daran nicht fehle, habe ich möhrere slche Rarerbaı hei einem sobr gechickten Knaller, de au 
Ahaliche Arkiten fr di preuntschen Mewngen geliefert hat, den Hof-Mechauikur Köwser in Jens, 
erallt, der che auf Ostern zu vollen versprochen hat. Mohrerer anderer In Voraus besprochener 
Anvare hier nicht zu gedenken. 

Nach allen dien Vorkehrungen glaube ich man dis Arbiten im berorstehenden Prökjehr aufn 
son zu Können. Woon die Küntlr ale ihro Versprechungen gehörig in halten, wird da Werk dann 
immer uch ferschreiten können. Auf alle Flle aber werden die mannigfatigen Vorarbeiten, Beei- 
enngen der Gegenden, Aumachung der Bitioaen, Erbauungen von Signalthärmen, vorläußge Messungen. 
& dergl. — (dee vorbinerwähnte Theodeih von Taorauron it Derit in meinen Händen) — ent meh- 
ero Morate füllen, und selbst den widrigen Fall angenommen, das, nachdem die Verarkeiten 10 
‚weit vorgchiten wären, das die Mosrungen selbst beginnen könnten, doch der erwartete grünere 
Reimmnaciche Thcodeiih noch nicht ahgelifert wire, würde die Arbeit nicht sel zu echen ru« 
Shen, da ich im Notfall mit denjenigen Winkelmessangen anfangen könnte, wors die audermeitlgen 
Holfinitel der Sternwarte rurichen. Ja im allrchlinmsten Fall, der hafentlich nicht entsten wird, 
dans die Aulferung des Theodlihen nach länger Vergert würde, würde ich mar in der Ordnung der 
Arbeiten die Abänderung eintreten Its, dam ich den Rast des Sommer» zu den astronomischen Ar- 
beiten mit dem Zenithaetor bier in Obttisgen verwende, dis net, wenn der ganıo Sammer dem Ti 
angulatirgechäß geriänet worden kann, einer qütars Zeit vorbehalten Leibe 
































Ontigen, den 2 Min 
: CF. Gare 
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1 sun Its ulangali et raus eicli ceumserpi, numar vertati 
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Wiener, aslamatum geometrcorum loco hate, demonstrntur . . « m 
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